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Introduction et prérequis

Les trois premiers chapitres de ce cours constituent - & quelques exceptions prés - une
révision des notions vues en premiére année et a ce titre, ils n’ont pas pour vocation de remplacer
lintégralité du cours de 1A. Les éléves suivant ce module sont donc fortement encouragés a relire
leurs notes de cours/polycopié du cours de mécanique quantique de premiére année pour plus de
détails.

Les sections comportant un double astérisque ** peuvent étre omises en premiére lecture
et font office d’approfondissement du présent cours.

Une section de ce polycopié est issue (avec quelques modifications mineures) du cours
donné précédemment par Christophe Celindano et Emilie Gaudry intitulé “Physique atomique : Au
coeur de la matiére, les atomes” que nous remercions pour leur travail.
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Chapitre 1

Postulats et outils de base

1.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Généralités Un espace de Hilbert Ef est un espace vectoriel complexe, de dimension finie ou
infinie, complet (toute suite de Cauchy converge dans Ep), séparable (existence d’une base orthonor-
mée) et muni d’un produit scalaire hermitien. En Mécanique Quantique, on utilise une convention
particuliére de notation : la notation de Dirac.

— Tout vecteur élément de Eg est appelé ket et noté |1)).

— A tout ket correspond un vecteur de l'espace dual E}; de Eg, appelé bra et noté (¢|.
Connaissant les composantes d’un bra dans une base donnée, on détermine son ket par conjugaison
hermitique (transposition+conjugaison).

e Le produit scalaire sur Eg est une forme hermitienne, i.e. une application qui associe & tout couple
de vecteurs |¢), [1) un nombre complexe noté (| ¢) défini par les deux propriétés :

(D] M1+ papa) = Ao Y1) + p (9| ¥2) (1.1)
(o) = (] o) (1.2)

Une forme hermitienne est positive (V [¢)) € Eg, (¢ 1) > 0) et définie ((¢ [¢) =0 < |¢) = 0). Elle
obéit a l'inégalité de Schwartz :

(W] ) < (4 [¥) (b |) (1.3)

De (1.1) et (1.2), il résulte que donc le produit hermitien est linéaire a droite et antilinéaire & gauche.
La plupart du temps, les kets seront normés.

Ezemple important dans la pratique : l’ensemble des fonctions de carré sommable L*(R) muni du
produit hermitien

+o0o
(f] g) = / [ (2)g(x)dz (1.4)

— 00
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forme un espace de Hilbert de dimension infinie. En particulier, on notera que le produit scalaire de
deux vecteurs coincide avec celui des fonctions qui leurs sont associées.

Opérateurs Un opérateur linéaire A sur Eg fait correspondre & tout ket |¢) un ket |¢) selon

Aly) = |¢) (1.5)

On appelle élément de matrice de A entre (¢| et [¢)) le produit scalaire (1| A|p). Le conjugué
hermitique ou adjoint de A est noté A" et est défini par :

(] AT [y) = (] Alg)* (1.6)

Il faut bien noter que la conjugaison hermitique d’un produit d’opérateurs inverse I’ordre du produit
selon la formule (AB)t = BTA*.

Remarque : on trouve encore dans la littérature les notations ambigues | A ) ou encore (A Y. Il
s’agit d’un raccourci d’écriture qui sert juste a signifier de facon condensée :

| Ay) = Aly)
(Ay| = (y|At

e Un opérateur est autoadjoint (ou hermitique ou hermitien) si A = A™. Il est unitaire si A1 = A+,
Pour obtenir le conjugué hermitien d’une expression quelconque, il faut :

1. conjuguer les nombres complexes
2. remplacer les kets par les bras et vice-versa
3. remplacer les opérateurs par leurs adjoints

4. inverser l'ordre des différents symboles non scalaires

Ezemple : Le conjugué hermitique de X|¢) ()| At B est done X*BTA|) (¢].

e Le nombre complexe a,, est une valeur propre de 'opérateur A associée au vecteur propre |¢,,) si :

A |wn> = an |¢n> (1'7)

Les valeurs propres d’un opérateur hermitique sont toujours réelles et les sous-espaces propres
associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Une valeur propre est dite dégénérée
d’ordre g, s’il existe g, vecteurs indépendants qui sont tous vecteurs de A avec la méme valeur
propre :

A ‘w;> = ap |Y},) avec i=1,2..g, (1.8)

Dans ce cas, les vecteurs propres associés a la méme valeur propre sont aussi orthogonaux entre
eux, de sorte que :

< @Z);]; W}:L> = 5np6ij (1.9)
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avec 0;; le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i=j et 0 sinon. L’opérateur défini par

Po= 3" i) (v (110

=1

est le projecteur sur le sous-espace propre de a,. Il est hermitique et posséde la propriété ]53 =P,
Ses seules valeurs propres sont O et 1.

En dimension infinie, une propriété fondamentale des opérateurs autoadjoints est donnée par le
théoréeme de Riesz : on peut toujours décomposer de maniére unique l’identité et un
opérateur hermitique A sur la base des vecteurs propres de cet opérateur (principe
de décomposition spectrale). Autrement dit, on a (chaque fois qu'une valeur propre n’est pas
dégénérée, on posera g, = 1) :

+o0  gn

I = ZP = Z Z [wh) (@h|  (relation de fermeture) (1.11)
n=1 i=1
+00  gn

A = Zan Bo=> " an |t (¥ (1.12)

n=1 =1

Une conséquence importante de (1.11) est que tout ket |¢)) se décompose selon :

Y|y, ZZC’ i) avec O = (i ) (1.13)

Par conséquent, I’ensemble des vecteurs propres d’un opérateur autoadjoint forme un systéme com-
plet pour 'espace de Hilbert Eg.

Quelques fonctions d’opérateurs Le commutateur de deux opérateurs A et B est défini par :
[4.5] = AB - BA (1.14)

Lorsque deux opérateurs A et B commutent (on dit aussi qu’ils sont compatibles), i.e. | A B =0,
tout sous-espace propre de 1'un est sous-espace propre de l'autre et on peut construire une base
orthonormée de Ey constituée des vecteurs propres communs 8 A et B.

La trace d’'un opérateur A est la somme de ses éléments de matrice diagonaux. Soit {|u,)}
une base orthonormée discréte de ’espace de Hilbert, alors

TrA =" (un| Aluy) (1.15)

C’est un invariant : lorsque ’on change de base, la trace garde la méme valeur. La trace d’un produit
d’opérateurs est invariante par permutation circulaire sur le produit de ces opérateurs.



1.2 Premiers postulats de la Mécanique Quantique

La Mécanique Quantique peut se résumer en sept postulats de base, auxquels se rajouteront
plus loin trois postulats sur le spin et un postulat de symétrisation. Historiquement, elle a été
construite & partir de la forme hamiltonienne de la Mécanique Classique : il existe en effet un
certain nombre de régles dites de correspondance (postulat 7) qui permettent d’obtenir les lois
quantiques (par exemple I’équation de Schrodinger) a partir des équations de Hamilton décrivant
une particule classique. Notons qu’il existe également des approches lagrangiennes de la Mécanique
Quantique, I'une due & Richard Feynman (la formulation dite en "intégrale de chemin") et I'autre
due & Julian Schwinger. Voyons maintenant les énoncés des premiers postulats :

Postulat 1 : & tout systéme physique correspond un espace de Hilbert Ep. L’état du systéme est
totalement défini & chaque instant par un ket normé |¢)) de cet espace.

Toute combinaison linéaire de kets constitue donc un état accessible pour le systéme : c’est le
principe de superposition. Les coefficients de la combinaison sont des nombres complexes, ce qui
explique nombre de phénomeénes quantiques sans équivalents en physique classique !.

Pour décrire un systéme quantique donné, il faut commencer par définir son espace de
Hilbert en considérant les degrés de liberté du systéme. L’espace de Hilbert Exg d’un systéme
comprenant N degrés de liberté est le produit tensoriel des N espaces de Hilbert associés a chaque
degré de liberté :

Eg=F1®FE,..QF,

Par exemple, pour un systéme de deux particules P; et P» (espaces de Hilbert respectifs F; de
dimension N et Fy de dimension N3), 'espace de Hilbert des états a deux particules est le produit
tensoriel de espaces de Hilbert de chaque particule Eyy = E; ® Fy (dimension N = N1 N») et les
kets d’¢tat sont les N produits [¢); ® [¢)

i9"

Postulat 2 : a toute grandeur physique mesurable a est associée un opérateur linéaire hermitique
A agissant dans Ep. Cet opérateur est appelé une observable.

Pour un systéme composé de deux particules (espace des états Ey = Ey ® E»), Uobservable liée a
I’énergie totale du systéme s’écrit en toute rigueur H = H; ® Iy + [} ® Hy pour pouvoir s’appliquer
aux kets [1); ®[¢),,, mais dans la pratique, on omet les opérateurs identités et on écrit H = Hy+Hs.

1. En effet, étant des nombres complexes, les termes de la combinaison linéaire présentent des déphasages
bien définis les uns vis-a-vis des autres, ce qui permet l'apparition d’interférences. C’est précisément la disparition de
ces effets d’interférences a 1’échelle macroscopique (décohérence) qui caractérise la passage du domaine quantique au
domaine classique.



Postulat 3 (principe de quantification) : les seuls résultats possibles de la mesure de a sont les
valeurs propres {ay} de I'observable A.

C’est le postulat 3 qui impose 'hermiticité des observables (postulat 2) : en effet, les résultats de
mesures sont toujours des valeurs propres d’observables et doivent donc étre réels. Une condition
nécessaire est effectivement que les opérateurs soient autoadjoints, mais ce n’est pas une condition
suffisante. Il est possible de définir un critére moins strict, 'invariance PT (voir Carl M Bender.
PT-symmetric quantum theory. 2015 J. Phys. : Conf. Ser. 631 012002).

Postulat 4 (principe de décomposition spectrale) : pour un systéme dans I'état |¢), la pro-
babilité d’obtenir comme résultat de la mesure de a la valeur a,, est

an

Plan) = Y [ 0| = (] B 9) (1.16)

=1

Ce postulat est une conséquence du théoréme de Riesz, qui suppose que chaque état |¢) se décompose
sur la base des sous-espaces propres d’une observable A.

Postulat 5 (principe de réduction du paquet d’onde) : immédiatement aprés la mesure de a
ayant donné la valeur a,, I’état du systéme est la projection normée de |¢) sur le sous-espace propre
associé a a, ¢ :

Pald)  _ Bulv) 1)

(W| Py y) vV Plan)

a. Si la valeur propre est non-dégénérée, cet état est simplement | ¥, ).

Les postulats 4 et 5 indiquent que la notion de mesure en Mécanique Quantique acquiert un statut
fondamentalement différent de celui en Mécanique Classique : elle ne correspond plus a la lecture
passive de données préexistantes, mais il s’agit d’un processus actif de projection du systéme dans
un état propre de 'observable associé a la mesure.

Postulat 6 (équation d’évolution) : soit [i(¢)) I'état du systéme a un instant ¢, tant que le
systéme n’est soumis & aucune observation, son évolution est régie par ’équation de Schrédinger :

.0 A
it () = H () (118)

avec H Dobservable énergie ou Hamiltonien du systéme. C’est une équation différentielle du pre-
mier ordre en temps : la donnée d’un état initial [¢(tp)) suffit donc & déterminer |¢(¢)). Un vecteur



d’état évolue donc de fagon déterministe, 'indéterminisme n’apparait qu’au moment de la mesure
(et aprés une relaxation suffisante du systéme, sinon on peut toujours appliquer le principe de ré-
duction du paquet d’onde). En Mécanique Classique, I’équation d’évolution d’une grandeur (assortie
de conditions initiales) permettait de prévoir les résultats d’une mesure sur cette grandeur. En Mé-
canique Quantique, ce n’est plus le cas : ’équation de Schrédinger ne permet aucune prédiction sur
le résultat d’une mesure.

Postulat 7 (régles de correspondance) : pour obtenir une transcription quantique d’un pro-
bléme de mécanique classique, on part généralement d’une formulation hamiltonienne et on applique
les deux régles suivantes
— On construit observable A en remplacant dans l'expression classique de a convena-
blement symétrisée les vecteurs position r et son moment conjugué p (=impulsion, en
I’absence de champ magnétique) par leurs observables T et p (par exemple r.p devient
L(ip + pr)).
— Pour deux grandeurs (a,b) associées aux observables (A, B), on fait correspondre au
crochet de Poisson de la mécanique classique { a,b } le commutateur [ A, B].

1.3 Quelques exemples d’observables

Une conséquence du postulat 4 est qu’il n’est possible de connaitre simultanément deux
grandeurs physiques a et b relatives & un systéme dans I’état |1) qu’a condition que leurs observables
commutent. En effet, dans ce cas, appliquer successivement a A puis B conduit au méme résultat
que la mesure de B puis de A, car le vecteur d’état résultant de la mesure est vecteur propre commun
a A et B (cf. section 1.1).

De plus, dans la pratique, il peut arriver qu’on ait & faire a des observables possédant
des valeurs propres dégénérées. On introduit alors la notion d’ensemble complet d’observables qui
commutent (ECOC) : tous les opérateurs de 'ECOC commutent tous deux a deux, de sorte que
l’on peut construire une base de l'espace des états unique et commune a tous (les valeurs propres ne
sont pas dégénérées pour cette base). Tout le travail préparatoire a I’étude d’un probléme quantique
réside dans le choix d’une représentation, ¢’est-a-dire d’une base pertinente déduite d’'un ECOC pour
développer les kets d’état. Nous allons voir dans cette section quelques exemples d’observables, dont
certaines permettent de définir assez naturellement des représentations.

1.3.1 Observable énergie

e D’apreés I'équation de Schrodinger, 1’évolution de 'état [1)) d’'un systéme est entiérement détermi-
née par la donnée du Hamiltonien H, qui est ’observable associée & I’énergie. On 'obtient & partir
du Hamiltonien classique du systéme en appliquant le postulat 7.



Ezemple : pour une particule dans un potentiel scalaire V(r), le Hamiltonien classique s’écrit

2 . . . . .
H(r,p) = 52— + V(r). Comme aucun des deux termes de fait intervenir de produit d’opérateurs
ne commutant pas entre euzx, aucune symétrisation n’est nécessaire et l’'observable correspondant est

~

H(Fp) = &+ V(7).

Comme H est hermitique, la norme d’un ket est conservée :

CB0) | () ) = ((to) | (o)) (1.19)
Démonstration :
G (w1 0) = | @ 1| 10+ (oo [ 10
Or, d’apres (1.18), on a :
4 1) = = B 9)
400 1= (0 | B
= & (0] e(0) = o (6(0) A~ B () =0

e Les valeurs propres du Hamiltonien correspondent aux niveaux d’énergie mesurables du systéme :
c’est 'origine de la quantification de I’énergie. Lorsque le Hamiltonien d’un systéme ne dépend pas
explicitement du temps, on dit que le systéme est conservatif (ou isolé). Dans ce cas, les valeurs
propres et vecteurs propres du Hamiltonien ne dépendent pas du temps. Elles sont déterminées par
"I"équation de Schrodinger indépendante du temps" :

I—i’ |¢n> =k, ‘¢n> (1.20)

L’évolution temporelle d’un état propre |¢,) du Hamiltonien est donnée par :

[n(t)) = e |b) (1.21)

iEn

Démonstration : en multipliant chaque membre de (1.20) par e n il vient :

€ ﬂl’E” 'H ‘@n> = FEpe ﬂl’E” Z @71>
A~ iEn ﬁ (1 iEn
s H {(:’, Rl \onﬁ = =5 {(—z ot \on)}
" L d
<~ H‘U’n(f» - th Un(f)>




L’équation de Schrodinger (1.18) est donc vérifiée par un vecteur |1, (t)) dont la valeur a l'instant
initial est |10, (0)) = |dn) : |tn) représente donc l’état a un instant t > 0 d’un systéme initialement
dans U’état propre |¢n).

Les vecteurs |1, (t)) et |¢p) ne different que d’un facteur de phase global et représentent donc le
méme état. Ceci est rendu encore plus évident & l'aide de la définition de la valeur moyenne d’une
observable quelconque A (ne dépendant pas du temps) :

Lorsqu’un systéme isolé se trouve dans un état propre de H (par exemple aprés une mesure d’éner-
gie), plus aucune grandeur physique n’évolue donc dans le temps (méme en effectuant des mesures,
car la réduction du paquet d’onde conduit a la valeur a,, avec une probabilité de 1). Pour cette rai-
son, on appelle les états propres |¢,,) du Hamiltonien des états stationnaires. La mesure de I’énergie
d’un systéme conservatif fixe donc définitivement 1’énergie du systéme a la valeur propre de H ainsi
mesurée. Comme H est une observable, on peut en outre décomposer tout vecteur d’état [ (t))

selon sa base propre :
—1En
§ A | (1) § Ape ) (1.22)

Démonstration : la relation de fermeture conduit a :

»(0)) = = Z\Onﬂonh ZA,I\O,I
V() = = Z‘“n bn [P(1))

Or, en multipliant [’équation de Schrodinger par (¢n|, on a :

d o
ih —(gn [¢(1)) = (on| H [¢(t)) = En (¢n

o)

dt
. d{(¢p ¥ (z‘)> iEr7,(]t
(on [10(1)) h
—iEy —iEp
= {(fn [(t)) = (fn [¥(0)) eTH ! = Ape™n !
+oo .
= - ZAN,“ o |Pn)
n=0

Si on connait complétement les kets propres {|¢y)},, et 'ensemble des coefficients A,, de la combi-
naison linéaire dans I’état initial, on connait 1’état du systéme Vt.

Cette propriété permet de comprendre les oscillations de saveur des neutrinos électroniques
(émis en radioactivité B1) : si on prépare a un instant ¢t = 0 la saveur du neutrino dans un état |v,)
(que 'on admet ne pas étre un état propre du Hamiltonien), alors il s’écrit comme une combinaison
linéaire d’états stationnaires. A un instant ultérieur ¢ > 0, il aura évolué selon (1.22) et on aura donc



(e [v(@)))? = | 32, | An|? exp(—iEnt/h) |* # 1. Une mesure ultérieure de la saveur du neutrino ne
donnera pas avec certitude la saveur électronique, mais la saveur muonique ou tauique (ce phénomeéne
a été vérifié avec l'expérience KamLAND).

1.3.2 Observable position - Représentation position

e Pour toute fonction f de carré sommable, on a la propriété :

f(u) = /d?’r d(u—r)f(r) (1.23)

Avec la définition (1.4), on voit donc que la valeur prise par une fonction f en un point u peut
s’interpréter comme le produit scalaire d’un (contra)vecteur représentant cette fonction avec un
(co)vecteur associé a la fonction delta de Dirac : en d’autres termes, le scalaire f(u) est la composante
de f sur la fonction & (u) = §(u — r). Plus généralement, la fonction f peut étre développée sur la
base continue des fonctions delta de Dirac : & chaque fonction &x(u), on va donc associer un ket de
base | r ) et ces kets de base vérifient les relations d’orthonormalisation et de fermeture suivantes :

(r'|r) = /d3u () (u) =6(r' —r) (1.24)
I = /d?’r\r><r] (1.25)

e La décomposition de tout ket d’état |1 ) sur la base {| r )} s’obtient directement a partir de la
relation de fermeture :

) = / & ) (r|y) (1.26)

C’est la représentation { ¥ } ou représentation position d’un ket d’état. Dans cette expression, on
appelle fonction d’onde au point r = (z,y,2) (et a 'instant ¢) la quantité notée ¥(r,t) et définie
par :

[, t) = (r |$0))] (1.27)

Y(r,t) est la grandeur fondamentale de la Mécanique Ondulatoire et c’est initialement par rapport
a elle qu’a été établie ’équation de Schrédinger. On retiendra donc qu’on passe du formalisme de
Dirac a celui de la Mécanique Ondulatoire juste en appliquant la relation de fermeture. En pratique,
on considérera la fonction d’onde toujours comme élément d’un espace de Schwartz, i.e. de classe
C et a décroissance rapide (elles décroissent plus vite que tout polynéme en 'infini). Elle permet
en fait de mieux visualiser ce qu’est un ket d’état : un ket est un vecteur d’un espace de Hilbert,
et comme tout vecteur, il est donné par un ensemble de composantes qui varient d’un systéme de
coordonnées (en Mécanique Quantique on parlera de représentation) a l'autre : ce sont les fonctions



d’ondes associées a une représentation donnée. Si on considére la base discréte { |¢) } définie par :

0
0

1 (iéme ligne)

0

alors les composantes d'un vecteur d’état [¢)) s’écrivent :

¥(1)
¥(2)
= (1.28)
P(n)
En conjuguant hermitiquement le vecteur |é), on voit que le produit scalaire avec |¢) donne :
¥(1)
¥(2)

(ile) = (0,0, 1,00 | 1 [ =0)

¥(n)
ce qui concorde bien avec (1.27). Lorsque la base est continue (i.e. la base { |i) } est remplacée par
celle des fonctions de Dirac &(u) = §(u—r)), on se retrouve avec un vecteur ayant un nombre infini
dénombrable de composantes, mais on peut garder en téte 'image (1.28) : la fonction d’onde en un
point r est la composante du ket d’état [i)) selon le vecteur |r) de la base continue qui définie la
représentation position. Dans l'interprétation de Born, la fonction d’onde est reliée a la densité de
probabilité de présence p(r,t) d’une particule au point r et a l'instant ¢ :

BP = p(r,t)dPr ou p(r,t) = [¢(r, 1) (1.29)

Le sens exact de la fonction d’onde est donc une amplitude de probabilité : ¢’est I'interprétation de
Born de la fonction d’onde. En pratique, il est trés commode de recourir a la fonction d’onde pour
exprimer simplement le produit scalaire de kets quelconques |¢) et [1)) :

(gl ) = /dS?“ (@lr) (rlp) = /d‘g?‘ ¢*(r)¢(r) (1.30)

Une conséquence de l'interprétation de Born est la condition de normalisation :
Wle)=1= [ érv@u (1.31)
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En effet, si on considére une particule décrite par la fonction d’onde 3 (r,t), alors comme cette
particule existe, la probabilité de la trouver quelque part dans l’espace vaut 1. De plus, comme
on I’a vu, I'’équation de Schrédinger conserve la norme d’un ket d’état au cours du temps car le
Hamiltonien est hermitique (cf. eq. (1.19)) : cela signifie qu’a chaque instant, la probabilité que la
particule existe quelque part dans l’espace reste 1. Ainsi, une évolution de type Schrédinger exclut
I'annihilation de la particule (ou sa création).

e L'opérateur vectoriel # dont les composantes 2,7 et 2 ont les kets | r ) pour vecteurs propres 2,

c’est-a-dire :

zlr) = z|r) (1.32)
glr) = ylr) (1.33)
Zlr) = z|r) (1.34)

est une observable appelée observable position.

Démonstration : comme les vecteurs | r ) forment une base de ’espace des états, il ne reste qu’a
démontrer I’hermiticité des composantes de t. ¥ |¢) , [1), on a par exemple pour T :

@lal) = [dr(olr)(rlal

D’apres (1.24), cette derniére égalité devient :
YP) = /d:jr' x ¢*(r)Y(r)
‘ n *
— /(i‘jr' x ()(r)z)*(r)}
= (@

On remarque que pour un ket 1), Iaction en représentation { r } de I'observable & est la multipli-
cation par z :

(p| z

z|e)"

(r|Z|Y) =z (r|Y) =T+ z X
Plus généralement, il est simple de démontrer que pour tout opérateur qui s’écrit comme une fonction
réelle f des composantes de t, alors si f est développable en série entiére, f(r) est hermitique et on
a:
f@)|r)=f(r)]r) (1.35)
Pour terminer, il faut ajouter que les opérateurs z, g et Z forment un ensemble complet d’observables
qui commutent (ECOC) dans 'espace des états.

2. En toute rigueur, les kets propres de 1'observable & sont les vecteurs | z ). Le ket | r ) est en fait le produit
tensoriel des kets propres des observables formant 'ECOC, c’est-a-dire |r) =|z)® |y ) Q| z)

11



1.3.3 Observable impulsion - Représentation impulsion

e Cette fois-ci, le point départ est que toute fonction f de carré sommable admet une transformée
de Fourier selon :

10) = s [ 0 Fo)P (1.36)

De fagon similaire au paragraphe précédent, on voit donc que toute fonction suffisamment réguliére
peut étre développée sur la base continue de fonctions vy (r) = (27h) ~3/2¢™P*/" et & chaque fonction
vp(r), on va donc associer un ket de base | p ). L’ensemble de ces kets de base vérifie les relations
d’orthonormalisation et de fermeture :

' |p) = / @ %, (r)op (x) = 6(p' — p) (1.37)

i = /d3prp><pr (1.38)

e La décomposition de tout ket d’état |1 ) sur la base {| p )} s’obtient alors a partir de la relation
de fermeture :

) = / &p | p){(plY) (1.39)

C’est la représentation { P } d'un ket d’état. On définit également "une fonction d’onde dans I’espace
des impulsions" ¢ (p) par :

d(p)=(p|¥) (1.40)
Le produit scalaire de kets quelconques |¢) et |1)) :
@)= [ & @lp) (p1) = [ i E)ilp) (1.41)

e L’opérateur vectoriel p dont les composantes p,,p, et p. ont les kets | p ) pour vecteurs propres,
c’est-a-~dire :

PzlP) = pz|P) (1.42)
pylP) = pylp) (1.43)
ﬁz|p> = pz|p> (1'44)

est une observable appelée observable impulsion. Dans cette représentation, une relation analogue
a (1.35) est obtenue pour tout opérateur qui serait une fonction réelle des composantes de p déve-
loppable en série entiére :

f@)p)=rfP)lp) (1.45)

Les composantes p, py et p, forment également un ECOC.

e Le passage de la représentation position & la représentation impulsion fait intervenir les produits
scalaires des vecteurs de bases (r|p) :

(r|p)=(plr)" = Gopmei?”’ (1.46)
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Démonstration :

En d’autres termes, les fonctions d’onde associées aux kets | p ) sont les ondes planes de vecteur
d’onde K = p/h. Par ailleurs, le lien entre la fonction d’onde en représentation position et la fonction
d’onde en représentation impulsion peut étre déterminée a partir de la relation de fermeture (1.38)
et de (1.46) selon :

B(r) = (r|$) = /d3p<r\p><p|¢>

1 [
= /d3P Wehp' Y(p)

On voit donc que 1)(p) est la transformée de Fourier de la fonction d’onde ) (r,t) : le passage de la
représentation position d’un ket |¢) & sa représentation impulsion se fait donc par une transformation
de Fourier.

e Historiquement, on I’a rappelé, I’équation de Schrodinger a été écrite pour la fonction d’onde et il
est utile de déterminer la forme prise par I'observable impulsion en représentation position. On va
donc chercher a exprimer la quantité ( r | p, [¢) a 'aide de la relation de fermeture :

(clicle) = [@p(xlp)(plbal0)
- /d3p<rrp>/d3p'<puazrp’><p'rw>
= /d3 2h3/2 /d3p p58(p — p")Y(p')
= W/dpp eHPT(p)
- G [ i) S e

no [m%w [ v iweiee]

h 0
= (rly)
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La généralisation aux autres composantes est immédiate et on obtient donc :

(r|plv) =2V () (1.47)

En représentation { # }, I'observable impulsion coincide avec l'opérateur gradient, i.e. p <> %Vr.

Remarque : il existe d’autres équivalences importantes entre observables et opérateurs différentiels.
On en retiendra principalement deuz :

1. De fagon analogue a (1.47), on peut obtenir l’action de l’opérateur position en repré-
sentation { p } :

(p|t|v)=—2Vp(Pl¥) (1.48)

2. L’équation de Schridinger (1.18) indique également 1’équivalence générale entre

N 0
H h— 14
o iho (1.49)

1.4 Opérations sur les observables et les opérateurs

1.4.1 Commutateur

N

e Les lois de commutation les plus utiles sont obtenues & partir du crochet de Poisson appliqué
au couple coordonnée-impulsion. On rappelle que pour tout couple (u,v), le crochet de Poisson est

donné par :
3

ou Ov ou Ov
-y _ : 1.
tu.v} — Oqi, Op,  Ipr, gk (1.50)

avec g et py les coordonnées et impulsions généralisées. En coordonnées cartésiennes, g, = (,y, 2),
Pk = (Dz, Dy, P2). Pour deux indices donnés i et j, on obtient facilement :

Oz; Op;j

{zi,p;} = o1; Op; =1si 1= (1.51)
0 sinon

{.%'i,l'j} = 0 (1.52)

{pi,pj} = 0 (1.53)

ce qui conduit aux relations de commutation entre les observables 7; = (2,7, 2) et p; = Dy, Dy, D2
(cf. postulat 7) :

[#i,05] = hdyl (1.54)
[#,7] = 0 (1.55)
[pip;] = 0 (1.56)



On appelle observables conjuguées des observables vérifiant ce type de relations de commutation.

e Ces relations se généralisent aisément aux puissances selon :

(70" ] = m(ih)p]! (1.57)

)

(77 pi] = n(R)i™! (1.58)

)

avec pZ f? =1.

Démonstration : par récurrence, Au rang 1, c’est l’équation (1.54). On suppose l’égalité vraie au
rang m et on la montre au rang m+1 :

me o pm _ TTI(If)pm 1
A ~m—+1 A amt1 ~m—+1 ~
[P0y ] = FpyT =Py

= (mihp" ™" + 77D — By

= mihp}" + " (Fipi) — B}

Or, au rang 1, on sait d’aprés (1.54) que 7;p; = pi7; + thl donc

[, P ] = (mihp™ + i (piri + ihl) — L
— (”Llh[)m +1)711+1, + thm o m+1 P

= (m+ 1)ihp]"

Une démonstration équivalente est obtenue pour (1.58).

Par conséquent pour toute fonction F(f, p) développable en série entiére (par exemple, le Hamilto-
nien), on a :

(7 F] = (G (159
[F.pi] = (zh)gg (1.60)

e Pour terminer, indiquons une relation de commutation importante dans la représentation position
(la plus utilisée) :
[p,F(r)] =—ih V.F (1.61)

Démonstration :

[p,F(r)]yv = [—ihV,F(r) ]y =—ih(V.(Fy)— (F.Vv))
= —ith(¢V.F+F.Vy —F.V)
— _ihY V.F
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1.4.2 Propriétés statistiques des observables

e Pour un systéme dans I'état [¢), le postulat 4 donne la probabilité p(a,) que la mesure d’une
grandeur o donne a,. Mathématiquement, cela signifie que si on fait N mesures de a dans I’état
|1}, on retrouve que la fraction des expériences donnant a, est P(a,) lorsque N — +o00. Or en
pratique, on ne réalise qu'un nombre fini d’expériences : on ne connait donc qu’un grand nombre de
résultats de mesures de a effectuées dans des conditions identiques (état du systéme |1))). Il est donc
trés utile d’établir un certain nombre de propriétés statistiques (valeur moyenne, écart quadratique
moyen...) sur les mesures de a afin d’interpréter au mieux les résultats expérimentaux.

e Pour un systéme dans I'état ), la valeur moyenne ( A ) de I'observable A est définie par 'élément
de matrice :

(A)= (@A) (1.62)

Physiquement, cette grandeur représente 1'ordre de grandeur de la grandeur o lorsque le systéme
est dans I’état [¢). On peut expliciter cette définition & partir de la notion de fonction d’onde.
Pour un probléme monodimensionnel, si I’on cherche par exemple la position moyenne selon z d’une
particule dans 1’état |¢), on obtient :

(2) = (W[2[¥)
= /dw <¢|x><x|:ﬁ\w>Z/dﬂﬂw(%t)*wa(%t)
R R

= /Rdm:cW(:U,t)z:/Rdl“ zp(z,t)

ce qui coincide bien avec les définitions probabilistes usuelles. Pour 'impulsion moyenne, on a de la
méme fagon en utilisant (1.47) et en représentation { ¥ } :

_ /Rdﬂwx)(ﬂﬁx\w

]

h . 0
= ‘/Rdx P(z,t) %w(x,t)

e [’évolution au cours du temps de la valeur moyenne d’une observable dépendant explicitement
du temps est régie par le théoréme d’Ehrenfest :

s

AA) =5 AIW]) +(5

Démonstration : d’apres la définition (1.62), on a :

> (1.63)

&
&

d
dt

(4y = Lya

% l/'>

_ {d <} AlW) + (] 5 Alw) + (] A {d >}

dt
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En utilisant I’équation de Schrodinger (1.18) et sa forme conjuguée hermitique, on obtient :

(;Zf< A) = {”l (¥ H} A (,y>+%<u AR ) + <))f4>

- %<1~|M.H} z»>+<§f‘4>
- ;<Mfﬂ>+<5/‘4>

On voit donc que méme si I'observable A associée a une grandeur a ne depend pas explicitement
du temps, la valeur moyenne de a peut évoluer dans le temps dés que A et H ne commutent pas.
Inversement, si A ne dépend pas explicitement du temps et commute avec H , la valeur moyenne
( A ) n’évolue donc pas au cours du temps : A est alors appelée constante du mouvement. Comme
H commute avec lui-méme, le théoréme d’Ehrenfest indique que I’énergie d’un systéme conservatif
est une constante du mouvement.

e Les valeurs moyennes de la position et de 'impulsion d’une particule sont obtenues par application
du théoréme d’Ehrenfest (1.63) et de (1.59)-(1.60) selon :

d 1, - oH
GOy = Sl E) = (5 (169
Sin) = m A =2 (1.65)

Physiquement, () ={(Z),(9),( %) } représente la position & un instant donné du centre du
paquet d’onde. Ces relations dites relations d’Ehrenfest sont trés proches de celles de la mécanique
classique hamiltonienne ou l'on a :

dp; ‘ B _8H
= )= (1.67)

Il importe toutefois de bien comprendre que méme si les équations (1.64)-(1.65) et (1.66)-
(1.67) sont semblables, elles montrent toutefois que le mouvement du centre du paquet d’onde
n’obéit généralement pas aux lois de la mécanique classique. On peut s’en convaincre facilement en
considérant le cas d’une particule sans spin et plongée dans un potentiel stationnaire V. Le Hamil-
tonien s’écrit alors H = % + V(x) et d’apres le postulat 7, la forme opératorielle correspondante

est H = £ 1 V(#). D’aprés (1.64)-(1.65) et (1.59)-(1.60), on a :

d . oH 1
£<w> = <aﬁ$>:%<“>
d . OH 1%
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La généralisation a trois dimensions est immédiate et conduit aux relations d’Ehrenfest :

d . 1.

it = =—(p) (1.68)
d .

7P = —(ViV) (1.69)

La combinaison de (1.68)et (1.69) conduit directement & ’équation d’Ehrenfest :

d2

mos (£) == (VaV/) (1.70)

Si le mouvement du centre du paquet d’onde obéissait a des lois classiques, le second membre de
(1.70) serait égal a la force classique au point ou se situe le centre du paquet d’onde, i.e.

F, = —V<f.>V (1.71)

Ce n’est en général pas le cas, sauf dans les situations quasi-classiques (limite macroscopique, états
cohérents) dans lesquelles le paquet d’onde est suffisamment localisé autour de ( ), car on a alors :

(ViV) = W|ViV[)
— /d3 /dgrlw )* (x| ViV ') (x)
= [ @ Pve)

/ Bro(r — (£ )VeV(r) = Vi V(r)

Q

1.4.3 Inégalités de Heisenberg généralisées

e La valeur moyenne indique 'ordre de grandeur de a, mais elle ne contient aucune information sur
la dispersion des résultats autour de cette valeur lors de mesures réelles. Pour cela, il faut utiliser
une autre grandeur statistique, ’écart-type, défini par :

Aa=/((A=(A)I2)=\/(42)—(4)? (1.72)

Par exemple, pour un systéme dans I'état |¢), 'écart-type de la coordonnée x est donné en repré-
sentation { T } par :

Az = —(&)?

_ \//dmawu —(/dmwm)
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Soit [1) I'état du systéme, on considére deux grandeurs a et b que 'on cherche & mesurer. Soient A
et B les observables correspondantes, alors les écarts quadratiques Aa et Ab vérifient I'inégalité :

Nadb> 5| ([ A B]W) | (1.73)

Démonstration : On définit les observables centrées A = A — ( A ) [etB =B- ( B ) I. Dans ce
A’ B'). Par définition, Aa? = (1| A2 [¢)) et Ab? = (1| B2 |).

) [1) avec X réel. La norme au carré de ce vecteur est donnée

cas, on a évidemment [A,B| =] A,
N N . 2
On considére alors le vecteur (A +iAB

par :

(A" +ixBY ) |2 = @] (A —iAB) (A +i\B') ) |
= (W A?+iXNA'B —iAB' A"+ \2B? )
= Ad?+iX(@W|[ A B]|Y) + A2Ap?

Or, puisque A et B sont autoadjoints, on a :

(i|A,B))t = —i(BA—AB)=i[ A B]

(i[ A, B)) [¢) est réel. Le carré de la norme
d’un vecteur doit toujours étre positif, donc le discriminant du polynéme en \ doit étre négatif, d’ot
le résultat (1.73).

Donc lopérateur i | A, B'| est hermitique et le terme (3

Une remarque de vocabulaire : lorsque les deux observables vérifient AaAb = % | ([A,B])], on
dit que I'inégalité de Heisenberg est saturée ou encore que le paquet d’onde est minimum.

e A partir du postulat 7, on peut facilement calculer le commutateur et donc I'inégalité de Heisenberg
pour tout couple de grandeurs physiques a et b. Pour A = & et B = p,, (1.54) donne [ Z,p, | = ihl
et Papplication de (1.73) conduit & la célébre relation :

AzAp, > 1 (1.74)

La généralisation aux autres composantes est immédiate. Dans la pratique, pour un systéme quan-
tique dans son état d’énergie le plus bas (état fondamental), on retiendra que le produit des écarts
quadratiques de deux observables conjuguées AxzAp, a pour ordre de grandeur :

AzAp, ~ h (1.75)

e [l existe une quatriéme inégalité de Heisenberg, occupant un statut un peu & part, qui relie
Iincertitude sur I’énergie AFE & l'intervalle de temps At selon :

AtAE > 1 (1.76)

Cette différence de traitement entre (1.74) et (1.76) provient du fait que les relations d’incertitudes
spatiales concernent position et impulsion, qui sont des grandeurs auxquelles correspondent des
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observables, tandis que le temps est un paramétre et ne posséde pas d’observable associée. Une
démonstration possible (parmi d’autres) de cette inégalité est la suivante :

Démonstration : Uapplication de la démonstration de (1.73) pour le Hamiltonien H et une observable
indépendante du temps A conduit a

AaAE > S ([AH®)])]

Or, Uapplication du théoreme d’Ehrenfest conduit a :

d -
i (A) = (A @)
Donc on a hld
1 ~
> =
AaAEiQ dt(A)‘

Or, le temps caractéristique d’évolution At, de l’observable A correspond a

Aty = ———— (1.77)

Pour chacune des variables du systéme correspondant a une observable ne dépendant pas explici-
tement du temps, on peut donc définir un temps caractéristique d’évolution. Le plus petit d’entre
eur, At, est caractéristique des variations du systéeme quantique et il vérifie donc nécessairement
AtAE > .
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Chapitre 2

Dynamique Quantique

2.1 Equation de Schrodinger en représentation position

e Pour une particule plongée dans un potentiel scalaire V (r), 'opérateur Hamiltonien s’écrit (cf.
postulat 7) :

H(#p) = —p° + V(£) (2.1)
En projetant (1.18) sur | r ), on obtient :
0 -
iho (rl(t) = (r|H(t)
= 5T D% [0(1)) + (r [ V(#) [¢:(1))
Or, en utilisant (1.47), on a :
h
(x1pIpl) = TV(ripl)
SNt
Par ailleurs, en utilisant (1.35), comme V(') est hermitique, on voit que :
(r|V(£)[¢) =V(r)(r[s)

Au final, en utilisant la définition (1.27), I'équation de Schrodinger en représentation position
s’écrit !

ih2ap(r, 1) = [—%A F V()] o, t) (2.2)

1. il faut bien noter que pour le membre de gauche, le passage d’une dérivée droite pour (1.18) & une dérivée
partielle pour (13.1) provient du passage d’un ket (=dépendance uniquement en t) a une fonction d’onde (=passage
a la représentation { ¥ }, d’ou apparition de variables spatiales).
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Précisons un corollaire de cette équation, trés utile en pratique. Soit ¢, (r) la fonction
d’onde associé a un état propre |¢,) du Hamiltonien, alors cette grandeur obéit a I’équation de
Schrodinger indépendante du temps (1.20), qui s’écrit en représentation position :

— 2 A (r) + V(£)n(r) = Enn(r) (2.3)

2.2 Description en fluide de probabilité

e Soit la fonction d’onde v(r,t) décrivant une particule sans spin, on a défini a la section 1.3.2 la
densité de probabilité comme étant la quantité définie positive donnée par :

plr,t) = |¢(r,1)? (2:4)

Elle est de plus normalisée & 1 (cf. (1.31)). Si l’on suppose que la particule est soumise & un potentiel
scalaire, I’équation de Schrédinger qui régit I’évolution de la fonction d’onde s’écrit :

0 h?
L’équation complexe conjuguée est donnée par :
Cin ey = [ A Ve )] v oy (26)
ot ] 2m ’ ’ ’

En multipliant (2.5) par ¢* et (2.6) par —, puis en ajoutant les deux équations obtenues, on
obtient :

. a/) o hQ * *

Zﬁa =5 [V AY — PAYT] (2.7)
Si 'on pose

J(r,1) = g 0"V — V] (2.8)

alors

v] = V. (QZanw—wvw])

h

= 5 [VO VY + " AY = V. Vu* — YAy
hf k E3

= g5 WAV —PAYT]

On voit que I'équation (2.7) devient :

gtp(r, t) + divJ(r,t) =0 (2.9)

La dynamique d’une particule quantique de spin nul est équivalente & celle d’un fluide de probabilité,
de densité p et de courant J : dans un élément de volume d>r, les variations locales de la densité de
probabilité de présence sont liées au flux de J a travers la surface délimitant ce volume.
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2.3 Une spécificité quantique : 'effet tunnel

e Dans ce paragraphe, on va montrer ’existence d’un phénoméne purement quantique : la traversée
d’une barriére de potentiel par effet tunnel. Dans le cas classique, lorsqu’une particule d’énergie FE
arrive sur une barriére de potentiel Vj telle que E < Vj, les lois de Newton prédisent que la particule
va rebondir sur la barriére de potentiel et repartir d’ou elle venait (c’est I’exemple de la balle de
tennis qui est lancée sur un mur) : la transmittivité de la barriére est donc nulle. Pour déterminer
la transmittivité dans le cas d’une particule quantique, on va déterminer les états stationnaires
(c’est-a-~dire les fonctions propres du Hamiltonien) pour particule d’énergie E dans chacun des 3
domaines de potentiel :

— domaine I (] —00,0]) : V(z) = 0. Si on pose K = 2';2E, alors
d? 9
T50(x) + K2(x) = 0 (2.10)
or(x) = Ap ™ + Bre K" (2.11)

— domaine II ([0, L]) : V(z) = Vo, avec E' < V. Si on pose k = 4/ W, alors
d2

o)~ 2(z) = 0 (2.12)
¢[[($) =A;;e™ 4+ Brre * (2.13)
— domaine IIT ([ L,4o00([) : V(z) = 0. On a comme pour le domaine I
d? 9
(ﬁ[[[(.%) = A ein—&—B[H e*in (2.15)

A ces relations, il faut ajouter des conditions de raccordement permettant d’assurer la régularité de
la fonction d’onde quand on passe d’un domaine & un autre. Ces conditions portent sur la continuité
de ¢ et de sa dérivée. Si on considére une particule se propageant vers +oo, alors Brrr = 0 et les
raccordements s’écrivent :

— enz=0,0na:

Ar+Br = A+ B (2.16)
iK (Ar—Br) = k(A — Brr) (2.17)
c’est-a-dire :

(k +iK)Arr + (—k + 1K) By
Ar = 2.18
! 2K (2.18)

(—k+iK)Arr + (k+iK)Bjr
B — 2.19
! %K (2.19)

—enzxz=17L,ona:

Argr eﬁL—I—BH el = Arrr KL (2.20)
K (AH el — By B_HL) = KA KL (2.21)
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c’est-a-dire :

K+ 1K i

A = ( 2% )Alne( L (2.22)
k—1K ;

B = (x—iK) o )Alne(“HK)L (2.23)

Au final, on peut donc exprimer A; en fonction de Ajry selon :

(k +iK) (K 4 iK )e L (g 40K ) (5 — i K ) el L
A= LinK Arn
AIIIeiKL

= ik [2(K? — K?)sh(kL) + 4iKk ch(xL)] (2.24)

La transmittivité de la barriére est définie comme le rapport des modules des courants de probabilité
incident et transmis. A I'aide de la définition (2.8) et des fonctions d’onde obtenues, on obtient
facilement :

— pour le courant incident :

(;5[(1‘) — AI eiKm

Kh
= Jincident = |AI|2 € (225)
m
— pour le courant transmis :
Grir(x) = Apppe™”
Kh
= Jtransmis = F |AIII|2 €y (226)

Ainsi, la transmittivité de la barriére s’écrit :

Jiransmis| | Arr |
= |Jincident]| - ’ Ar (2.27)
En utilisant (2.24), on obtient donc :
o 16K?K?
12(K?2 — K2)sh(kL) + 4iKk ch(kL)|*
- 4K?K?
(K2 + K2)sh(kL)]® + 4K 2K2
En récrivant cette expression en fonction des énergies E et Vj, on arrive finalement a :
T = G mts BhniEn B (2.2)

La transmittivité n’est donc plus nulle : il existe donc une probabilité non nulle que la particule
traverse la barriére de potentiel. Outre les dépendances attendues (énergie de la particule, hauteur
de la barriére), la transmittivité dépend aussi trés fortement de la largeur de la barriére et de la
masse de la particule (arguments du sinus hyperbolique). Pour des objets macroscopiques (énergies
de l'ordre du Joule, masse de l'ordre du gramme, largeur centimétrique), cette transmittivité est
extrémement faible (typiquement 6_1030). L’effet tunnel posséde de nombreuses conséquences en
physique, tant sur le plan fondamental (explication de la liaison chimique, de la radioactivité «...)
que sur le plan technologique (microscopie a effet tunnel, le maser & ammoniac...).
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2.4 Présence d’un champ gravitationnel™*

Mise en équation Plagons nous pour simplifier en représentation position et examinons le cas
d’une particule de masse m en chute libre a I'altitude z dans le champ de gravitation terrestre. Soit
M la masse de la Terre et Rp son rayon, alors I’énergie potentielle de la particule est donnée par :

gmM gmM GmM
TR R (144
o JImM 2N gmM 9
- Rr Rr) Rr RZ
—~—
Vp=Cst g=~9,81 m.s—2

L’énergie potentielle étant toujours définie & une constante prés, on peut éliminer le premier terme.
Les niveaux d’énergie de la particule sont alors donnés par les solutions de 1’équation de Schrodinger
indépendante du temps (2.3) :

n* d*¢n

Tom da2 +mgz¢n = Enon (2.29)

La mesure des niveaux d’énergie permet donc a priori de déterminer la masse des particules, car la
masse m ne se simplifie pas dans (2.29). En effet, si 'on cherche les solutions de cette équation dans
I’approximation WKB, on obtient ? :

2
3 1 3
EVEB —mg <27r <n — 4>> = mgzn (2.30)
1 . Z— Zn
QWEB () = A ( > )1/3 (z>0) (2.31)
2m2g

Galilée ou Schrodinger ? La théorie de la gravitation est fondée sur le principe d’équivalence.
Dans un cadre non-relativiste, les deux formulations (a priori équivalentes) de ce principe sont celle
de Galilée et celle de Newton :
— wersion galiléenne : le mouvement de chute libre est universel, indépendant de la masse
de 'objet.
— wersion newtonienne ou principe d’équivalence faible : masse grave my, et masse inertielle
m; sont équivalentes.
Or, l'universalité de la chute des corps signifie qu’on ne devrait pas pouvoir mesurer la masse d’un
objet en observant sa chute dans un champ de gravitation. Alors, le principe d’équivalence invalide-
t-il I’équation de Schrodinger 7 La réponse est non. En physique quantique, le principe d’équivalence
faible n’implique plus I'universalité de la chute libre. En effet, ¢’est a partir du Principe Fondamental
de la Dynamique (PFD) m;a = myg que I'on montre I’équivalence entre m; = m, (Newton) eta =g

2. voir par exemple F. Ruess, Quantum States in the Gravitational Field, Diploma Thesis, Heidelberg (2000)
ou G. Pignol, Préparation de ’expérience GRANIT et recherche de nouvelles interactions avec les neutrons, Université
Joseph Fourier, Grenoble (2009)
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(Galilée) : or la dynamique d’une particule quantique n’est plus régie par le PFD mais par I’équation
de Schrédinger. Plusieurs expériences de mesure des états quantiques de neutrons ultra-froids dans
le champ gravitationnel terrestre (expérience COW, projet GRANIT 3) ont montré la validité du
principe d’équivalence faible et la violation de 'universalité de la chute des corps.

2.5 Les trois points de vue de la dynamique quantique**

2.5.1 Point de vue de Schrodinger**

e Le postulat 6 est le seul concernant 1’évolution d’un systéme quantique, hors de toute mesure.
Connaissant le ket d’état du systéme a un instant initial ¢y, sa valeur & un instant ultérieur ¢ > tg
est déterminée par intégration de I’équation de Schrodinger (1.18). Ainsi, on est amené a considérer
que I’évolution d’un systéme quantique est causale et qu’elle s’identifie naturellement a celle
de son vecteur d’état : ceci constitue la description de Schrédinger. Comme (1.18) est
linéaire en [¢), on peut reformuler I’équation d’évolution d’un ket d’état en introduisant un opérateur
d’évolution linéaire U(t, to) entre deux instants ¢ et ¢ selon :

[9(t)) = U(t, o) [4(t0)) (2.32)

Aussi, il apparait que :
Ut,t) =1 (2.33)

Pour un systéme évoluant de ¢y & ¢ par I'intermédiaire d’un temps ¢1, on écrit en appliquant
(2.32) que :

(1)) = Ultr,to) [1(to))
(1) = Ut t)[¢(t))

En comparant avec (2.32), on a donc la loi de transitivité :
Ut to) = U(t, t1)U(t1, o) (2.34)

De plus, pour t = tg et t; = t, on voit que (2.34) conduit a ﬁ(to,t)_l = U'(t,to) : Popérateur
d’évolution inverse est obtenu en inversant les temps initiaux et finaux.

e L’équation d’évolution de U (t, o) est obtenue en substituant (2.32) dans (1.18). En effet, comme
|1(to)) est indépendant du temps, on obtient :

d ~ A A
ih=U(t,to) = HU(t,to) (2.35)

3. Acronyme de GRAvity Neutron Induced Transitions
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Pour une évolution infinitésimale, un développement de U au premier ordre peut étre obtenu a
partir de 'équation de Schrodinger (1.18) :

ih(d[y(t))) = ih(|o(t+dt)) — [¥(1)))
= GhU(t+dt,t) — 1) |(t))
H [4(t)) dt

soit au final :

A

Ut +dt,t) =1 — %ﬁdt (2.36)

Sous cette forme, U est appelé générateur infinitésimal des translations dans le temps. Comme H
est hermitique, alors on a :

Ut 4 dt, ) UT(t + dt, t) = UT(t + dt,)U(t + dt, t) = I + o(dt?)

Ce qui montre que U (t + dt,t) est unitaire au premier ordre. Comme tout intervalle de temps fini
[to, t] peut se découper en un grand nombre d’intervalles infinitésimaux, alors U (¢, o) s’écrit comme
un produit d’opérateurs unitaire et est donc unitaire :

U=t to) = UT(t,t0) = Ulto, t) (2.37)

Lorsque le Hamiltonien ne dépend pas du temps (systéme conservatif), on peut obtenir la forme
compléte de U en cherchant une solution itérée de ’équation de Schriodinger. Le développement
conduit alors a :

~

Ul(t, to) = e~ #H(t=to) (2.38)
ou l'exponentielle d’opérateur est définie par le développement en série entiére :

R too An

et =Y - (2.39)

n=0

2.5.2 Point de vue d’Heisenberg**

e Dans le point de vue d’Heisenberg, on prend le contre-pied du point vue de Schrodinger : les
vecteurs d’état [i) sont figés a leur valeur initiale et ’évolution au cours du temps est transférée
aux observables (et a leurs états propres). Par souci de clarté, on va indicer les opérateurs dans le
point de vue d’Heisenberg par un z. On va commencer par définir de représentant selon Heisenberg
du ket d’état | 1(t) ) de Schrodinger. Soit ¢y I'instant initial, & 'aide de la définition (2.32), on voit
que :

W) = [¥(to)) = UT(t,t0) [¥(t)) (2.40)
Wu| = (W)l = ()| U(t, to) (2.41)

Le représentant d’Heisenberg AH(t) correspondant & une observable naturelle A (c’est-a-dire une
observable dans le point de vue de Schrodinger) est obtenue a partir de la définition de la valeur
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moyenne (1.62) :

(A)Y(t) = ()] AAW(W B
= (P(to)| U™ (t,t0) AU(t, to) (o))
= (Yu| Au(t) [¢n) (2.42)

c’est-a-dire :

Ap(t) = Ut(t,t0) AU(t,to) (2.43)

Plus généralement, cette définition est vraie pour un opérateur quelconque dans le point de vue
d’Heisenberg. On voit en particulier qu’a I'instant initial, on a coincidence entre les représentants
de Schrodinger et de Heisenberg. Lorsque le systéme est conservatif, on a avec (2.38) :

Ap(t) = e~ wflto=t) 4 o= 5H(i~t0) (2.44)

Comme le Hamiltonien commute avec lui-méme, on voit en partlcuher que les représentants de
Schrédinger et d’Heisenberg du Hamiltonien sont identiques, i.e. H=Hy.

e [’évolution au cours du temps de Ay est régie par I'équation d’Heisenberg :

4 Ay = [%A]H + 1 [A,ﬁz} (2.45)

Démonstration : a partir de (2.43), on voit que

d -~ d T~ PODA d ~ PN
S Ay = in s [0t A;,A,}:: Lo+, AUt
lh(ll, H 7}1(],/ ( (fl‘()) ((ZL,YL()) Ill[ <(]/[] (ff())) [ (ff())

. A - . - d
LU (1) ‘(? Ut to) + UT(t, 1) A ((H(J(f to) ]

= —UT(t,to)H AU(t,to) + ihU ™ (t,t0) ((7 Ult,to) + UT(t, to) A HU(t,tg)

En insérant entre A et H le produit [= (Z“V(t. t())f]‘ (t,t0)

/f;lAH = *IA]H /AlHﬁLl'fl, — +1/1H1A1H
dt
o A . dA i & ) dA
= [ f| i (”L{A’ A, vin |G

L’équation d’Heisenberg permet donc d’obtenir trés facilement le théoréme d’Ehrenfest, dont elle
est une généralisation. On voit donc facilement que pour une observable A ne dépendant pas ex-
plicitement de ¢ et qui commute avec H, son représentant de Heisenberg n’évolue pas au cours du
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temps. La valeur moyenne ( A ) = (5| Ag [05) ne varie donc pas et A est donc une constante du
mouvement.

e Le point de vue d’Heisenberg a pour avantage de conduire a des équations formelle-
ment identiques aux équations de la mécanique classique. En effet, en mécanique classique
hamiltonienne, I’évolution d’une grandeur physique F'(¢,r,p) s’écrit a partir des crochets de Pois-
som :

dF’ oF
E_{F’H}—FE

Comme indiqué au postulat 7, on peut obtenir les équations d’évolution quantiques & partir de celles
en classique en effectuant la substitution :

%[t7ﬁ}H

~ ~2
Par exemple, pour une particule libre se propageant selon I'axe des x, on a H = 5—; +V(z). Comme

{.,H}+—

p, commute avec H, (2.45) donne pour I'observable impulsion :

L d LB -
ZhapIH = [pxaH}H =0
= ﬁxH = ﬁx =KI
Pour 'observable position, on obtient en utilisant (1.59) :
Ld . ...
zh%xH = [m,H}H = %QZFL}%H
A Dy
= YZH
dtxH m
K o
=Ty = <t + K/> I
m

Ces équations sont les analogues quantiques des lois de Newton pour la particule libre : on voit que
Pz est bien une constante du mouvement et que I'opérateur position augmente linéairement avec le
temps (mouvement rectiligne uniforme).

2.5.3 Point de vue de l’interaction*¥*

Kets et opérateurs Le point de vue de l'interaction (ou de Dirac) est utile lorsqu’on étudie
un systéme initialement conservatif et que I'on soumet & I'instant ¢y & de petites perturbations
dépendant du temps (ce qui sera souvent le cas en théorie quantique des champs). Dans ce type de
situation, on peut décomposer le Hamiltonien (en représentation de Schrodinger) selon :

H=Hy+V(t) (2.46)

Hy est le Hamiltonien indépendant du temps du systéme quantique non perturbé?. On rappelle que

pour les systémes conservatifs, son représentant de Heisenberg est égal a Hy. V (t) est le Hamilto-
nien d’interaction représentant une perturbation de faible amplitude, et telle que V (¢t < tp) = 0.

4. En pratique, Hy est le Hamiltonien d’un systéme dont on connait des solutions exactes, comme la particule
libre, l'oscillateur harmonique ou 'atome d’hydrogéne
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Afin de résoudre 'équation de Schrodinger, on introduit deux opérateurs d’évolution : Uy (t,tp) cor-
respondant au Hamiltonien libre Hy (c’est-a-dire (2.38)) et U(t,ty) correspondant au Hamiltonien
perturbé H (la forme exacte de U en fonction de V sera établie plus loin). A partir de I’équation de
Schrédinger, on obtient donc les deux relations :

a . A ~ N

ihg;Uo(t,to) = HoUo(t,to) - avec Up(to, to) = 1 (2.47)
5. o ) ) )

iho-U(t,t) = (Ho + V(t)> Ult,to) avec Ulto,to) =1 (2.48)

Par souci de clarté, on indice les opérateurs et les vecteurs d’état dans le point de vue de 'interaction
par un ;. On définit alors 'opérateur dans la représentation interaction Uj par :

Ult,to) = Up(t, to)Ur(t, tg) = e~ o=t (¢, 14) (2.49)

ainsi que le représentant selon 'interaction du ket d’état | 1(¢) ) de Schrédinger par :

|90 )y = Ug (1, 10) | () ) = ™00 | (1) ) (2:50)
On remarque en particulier que
[ %(to) )1 = Uy (to,t0) | ¥(t0) ) = | (t0) )
Or, d’apreés (2.32), cette relation peut s’écrire également :
| 0(t)); = Ui (1)Ut to) [(to))
= Ug (t,t0) (Uo(t,to)ff](tato)> [1h(to))

= Ur(t,to) [¥(to))

c’est-a-dire :

() ); = Uilt,to) [¥(to)); (2.51)
(U@ | = 1(¥t) | U} (tt0) (2.52)

Lorsque V = 0, Uy = I et | 9(t) ); = |1(ty)) : le point de vue de I'interaction coincide alors avec
celui de Heisenberg.

De plus, on obtient A 1(t) le représentant de 'opérateur Aen représentation de Schrodinger
a partir de la valeur moyenne (1.62) :

(AY@t) = @W@)|AR(®)
= ((to)| U} (t,t0) Uy (¢, to) A Up(t, to) Ur(t, to) |4 (o))
= t

1 ()| U (¢, t0) A Us(t,to) | ¥(t) );
= (WA ¥(t)),
c’est-a-dire :
Ar(t) = Uy (t,t0) A Uo(t,to) = Au(t) (2.53)




Formule de Dyson En particulier, (2.53) permet d’obtenir V (¢) dans le point de vue de l'inter-
action :

Vi(t) = Uy (t,t0) V() Uo(t, to) (2.54)
En représentation de Schrodinger, I’évolution du systéme s’écrit alors :
L 0 ~
= iho [9(8)) = H[$(1))
L0 _ife 5 ~ i
= i [T () )| = (Ho+ V() e #R0- |yt) ),
= ihe #o(t—to) [—;lﬁfo + (‘?t | ¥(t) >1] = (ffo + V(t)) et | (1) ),

N eféﬁo(t*tO)}Afo + ihe;LHO(ttO)gt | 9(t) ) =

(1o + V(1)) e #0010 L) ),
5 )

= ihe—%HO(t_tO)& | (t) ) = V(t)e_%ﬁo(t_m) | (t) )y

soit au final

() by = Vi) | 0) ) (2.59)

On constate que le point de vue de ’'interaction est hybride entre celui de Schréodinger
et celui de Heisenberg. L’évolution temporelle concerne a la fois opérateurs et vecteurs
d’états. L’évolution des opérateurs est régie par le Hamiltonien libre Hy et celle des
kets d’états par le Hamiltonien d’interaction V.

En substituant (2.51) dans (2.55), on obtient 'équation différentielle gouvernant Uy :

o (1, to) = Vi(1)0(t,1o) (2.56)

L’intégration formelle de cette relation conduit a ’équation intégrale suivante :

A~ ~

. t

1 ~ NS ’ ’

Ur(t,to) = Ui(to,to) — h/ Vit )Ur(t ,to)dt
to

- t
= T— 2 [ VOt to)dt (2.57)
Bty

Un calcul itératif permet alors d’obtenir la solution compléte de (2.56) : c’est la formule de Dyson
donnée par

U(t,to) = T exp (—% It Vl(t’)dt’) (2.58)

ot T est le produit ordonné dans le temps (ou produit-T) défini par :
T (A(tl)A(tz)) — AWtDA() siti >t
= A(t2)A(t1) sity >ty
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Démonstration : on remarque d’abord que, d’apres la définition qui vient d’étre donnée, tous les
produits d’opérateurs sous un produit-T commutent. Ainsi,

2 0itt) = 2T ex —i/tf/(t’)dt’ —int Lo (=1 [iar
A T W T T S N A

= T(V,(t)exp (—; tf/[(t’)dt’))

to

Or comme t est la borne supérieure de l’intégrale, VI(t) doit étre rangé complétement a gauche des
termes exponentiels, de sorte que :

2 O1(t.10) = Vi) T (exp (—h / t %(t’)dt’)) — V)01t o)

to
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Chapitre 3

Le moment cinétique

3.1 Groupes SO(3) et SU(2)**

Groupe SO(3) On rappelle qu'un groupe est un ensemble d’éléments G muni d’une loi interne
associative, possédant un élément neutre et tel que tout élément du groupe admet un inverse. La
forme générale d’une matrice de rotation R, d’un angle 8 autour de 'axe u = e, est donnée par :

cos sinf 0
R.(0) = | —sin® cosf 0 (3.1)
0 0 1

L’ensemble des matrices 3 x 3 telles que R' R = RR” = I (matrice orthogonale) et det R = 1 forme
un groupe non-commutatif noté SO(3) (S pour spécial, i.e. det R = 1, O pour orthogonal réel, 3
pour matrice 3 x 3). Ces matrices de rotation agissent sur les vecteurs de R3, 'espace euclidien. C’est
de plus un groupe de Lie, i.e. ses éléments sont en nombre infini et paramétrés par des variables
continues (ici, les angles d’Euler de la rotation). Comme on peut toujours exprimer tout élément
d’un groupe a partir de ses générateurs, il est trés utile de chercher ceux de SO(3) et d’en déterminer
les principales propriétés algébriques (en pratique, leurs relations de commutation). Pour cela, on
considére une rotation infinitésimale d’angle (660 << 1). La matrice de rotation autour de e, devient

alors :
1 60 0 R
R.(60)=|—-00 1 0] =1I3+i00 T3 (3.2)
0 0 1
avec

0
0 (3.3)
0



En considérant des rotations selon e, et e,, on définit de la méme facon deux autres matrices Ji
et Jo selon :

00 0
R . 1dR, .
No= TJu= - ) (0o 0 —i (3.4)
i dp /g0 0 i 0
0 0 i
R . 1dR
Jo = jyz.dy> =0 00 (3.5)
i dy /)y i 00

On remarque que J1, J2, J3 sont hermitiennes. On va maintenant montrer qu’on peut reconstruire les
rotations finies & partir des matrices J1, Jo, J3. En effet, considérons une succession de N rotations
d’angle §/N. Si N — oo, alors ces rotations sont infinitésimales et s’écrivent avec (3.2). Appliquons

la formule du binéme!?! :

0 \Y 6\
RZ(Q/N)N — <13+ZNJ3> = kZOC,]CV <2Nj3>

Quand on fait tendre N — o0, cette relation devient :

. N _ - (Ze)k 7 k_ 073
o) =3 () -
1 00 0 6 0 —0%/2 0 0
=(0 1 0|+|—-0 0 O]+ 0 —6%2 0] +..
0 01 0 00 0 0 0
cosf sinf 0
= | —sinf cosf 0| =R.(0)
0 0 1

De fagon plus générale, toute rotation va s’écrire comme la composée de trois rotations autour d’axes
e, ey et e, et d’angles 6,0, et 0, (angles d’Euler) :

R(0,,0y,0.) = ¢(0Tet0sTu46:7:) (3.6)
ce que I'on note symboliquement ? :
R(@) _ ei@.j _ ei@n.j (37>

avec © = (6;,0,,0.) = 6n : 0 est 'angle de la rotation et n est le vecteur unitaire suivant 'axe de
la rotation.

1. On rappelle que la formule du bindme est donnée par (z +y)" = > p_, Cr 2" F y*

2. On fera attention au fait qu’il s’agit ici d’une exponentielle de matrices et que si ’on effectue un produit,
les arguments d’un produit d’exponentielles ne s’ajoutent pas comme pour de simples réels. Il faut alors utiliser la
relation de Campbell-Hausdorff : e?e? = eAtBH1/21A, B+
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Algébre de Lie du groupe des rotations jl, jg, jg sont donc les générateurs infinitésimaux 3

de SO(3). A partir de leurs définitions (3.3)-(3.5), on voit que ces matrices vérifient les relations de
commutation :

[ Jen Ty = i (38)
[Ty T:] = i .
(T Te] = iy (3.10)
ce qui peut s’exprimer sous la forme plus compacte :
3
[Jar T3] =1 €apydy (3.11)
=1

avec €,4+ le tenseur totalement antisymétrique de Lévi-Civita défini par €,3, = 1 pour toute permu-
tation circulaire de 123, €43, = —1 si on echange une paire d’indice et €44, = 0 si deux indices sont
identiques. Les matrices 3 x 3 notées Jl, jg, j3 assorties des relations de commutation précédentes
forment une représentation de l'algébre de Lie du groupe SO(3). Plus généralement, pour avoir une
représentation de dimension N(=en termes de matrices N x N) du groupe des rotations, il faut et
il suffit d’obtenir 3 matrices N x N hermitiennes et qui vérifient 1’algébre de Lie du groupe (3.11).

Groupe SU(2) On peut également chercher quelle est la représentation du groupe des rotations
en termes de matrices 2 x 2. Soient les matrices de Pauli définies par

5 = ax:@ é) (3.12)
Gy = @:(? _OZ> (3.13)
by = aZ:G] _01) (3.14)

alors on vérifie facilement que les matrices 61/2,62/2,63/2 sont hermitiennes et vérifient ’algebre
de Lie du groupe des rotations (3.11) :

[60/2,6,/2] = i6./2 (3.15)
[6,/2,6./2] = i64/2 (3.16)
[62/2,60/2] = i6,/2 (3.17)

Ce sont donc les générateurs de la représentation de dimension 2 du groupe des rotations. Dans
cette représentation, toute matrice de rotation s’écrit alors selon (3.7). Notons

5 (3.18)

(o}
I
Q
<

3. En théorie des groupes continus (ou groupes de Lie), lorsqu’on effectue un developpement de Taylor d’un
élément du groupe au voisinage de l'identité, le générateur infinitésimal correspond au premier terme du développe-
ment.
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de sorte que pour tout vecteur A, le produit §.A est défini par :
G.A=06,A,+06yA,+6..A, (3.19)

La notation . utilisée habituellement pour le produit scalaire est ici ambigiie puisque §.A est une
matrice 2 x 2. En utilisant la propriété (6.A) (6.B) = (A.B)I2+i 6. [A A BJ, on obtient en groupant
en termes pairs et termes impairs :

- 0 1/.60\° 1 /.60\"

n.g5/2 -7 ~12 — ;= 51

e = Ig+22na+2l <22> [n.5] —|—...+n! <z2> n.6]" + ...

= cos(0/2) Iy +isin(6/2)n.6

B cosg +in, sing sin (n, +in,) (3.20)
N sing(—ny +ing) cosg —in, sin% '
Cette matrice de rotation est une matrice a coefficients complexes de la forme :
- a b
7= (% 3)
qui vérifie les deux propriétés suivantes :
det U = aa+bb=1 (3.21)
U0t =070 =1, (3.22)

L’ensemble des matrices 2 x 2 qui satisfont (3.21)-(3.22) forme le groupe SU(2) (S pour spécial,
U pour unitaire Ut = U ~1). Les matrices de rotation de SU(2) agissent sur des spineurs a deux
composantes. Pour résumer, la correspondance entre SU(2) et SO(3) lors d’une rotation d’angle
autour d’un axe n s’écrit :

U = cos(0/2) I + isin(0/2)n.6 <> R = gton.d (3.23)

Quand on augmente I'angle de rotation de 27, la matrice R de SO(3) reste inchangée tandis que
pour SU(2), U est transformée en son opposée —U. On voit donc qu’a une matrice de rotation R
de SO(3) correspond deux matrices de rotation dans SU(2) : aussi, SO(3) et SU(2) ne sont pas
isomorphes.

3.2 Quantification canonique du moment cinétique

Définition On appelle moment cinétique J =T le triplet de trois observables jm,jy et J,
vérifiant 1’algeébre de Lie du groupe des rotations (3.8)-(3.10) :

3
[Jasdg ] =10 €api]y (3.24)
y=1
ce que 'on trouve parfois sous la forme condensée :
JxJ=inJ (3.25)
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Cette relation est inhabituelle : pour un vecteur ordinaire, on a normalement J x J = 0. Cela permet
donc de souligner une différence importante entre la version classique et la version quantique du
moment cinétique : contrairement & ce que suggére certaines notations (notamment pour le spin de
Iélectron avec T, |), le moment cinétique n’est pas un vecteur au sens ordinaire : ses composantes
ne sont pas des nombres mais des matrices.

Comme les composantes de J ne sont pas compatibles, il n’est donc pas possible de connaitre
simultanément les trois composantes du moment cinétique. De plus, on ne peut pas définir un ECOC
a partir des trois observables J;,J, et J,. En revanche, on peut déterminer & partir de ces définitions

un opérateur commutant avec chacune des composantes du moment cinétique : ¢’est ’'opérateur carré
du moment cinétique J? (en théorie des groupes, c’est 'opérateur de Casimir de SO(3)) défini par

JP=Jt+ TR+ T} (3.26)
Il est hermitien et commute avec les trois composantes du moment cinétique :

{jz,j] —0 (3.27)

Démonstration :

{j‘z’ JA,’I} - ']AZJAJ: e

=y [Jy 0| = ind.dy = Jy(=ind.) - ind.J,

—
~>
SIS
S~
8
1
I
~>
SV
>
|
~>
s
V]

N~
~\<>
_
N~
I
>
—~
S
o
<
+
S~
<
N~
S~—

Donc on a :
[JQa '],77} - {<]5~ J,z,} + {];{ *Iz,} =0

Des calculs analogues avec Jy, et J, conduisent a la relation cherchée. L’hermiticité de J* provient
de celle de Jg,Jy et J..

Opérateurs d’échelle On peut donc espérer pouvoir former un ECOC avec par exemple J? et
J. (et si nécessaire des observables autres que les composantes Jy et jy) Il est donc judicieux
de déterminer les vecteurs propres communs a J? et J, afin de définir une représentation adaptée
a la description d’un probléme faisant intervenir le moment cinétique. Pour cela, on va suivre la
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démarche due a Elie Cartfm et Aintroduire, comme dans le cas de l'oscillateur harmonique, des
opérateurs intermédiaires J; et J_ (appelés opérateurs d’échelle) définis par :
Jp=J, + ZJ (3.28)
J_=J, —zJ (3.29)
Comme pour les opérateurs de création et d’annihilation de l'oscillateur harmonique, j+ et J_

ne sont pas hermitiques mais conjugués I'un de 'autre. On peut montrer facilement & partir de
(3.8)-(3.10) et (3.27) que ces deux opérateurs vérifient les relations de commutation suivantes :

gl = wiy (3.30)
o

J,J.| = —nJ_ (3.31)
-

[L,j__ — ohd, (3.32)
20 = [0 =10%0] =0 (3.33)
] = [ = |

Probléme aux valeurs propres On choisit comme base standard de la représentation la base
orthonormée de vecteurs propres communs & .J, et J2, notée |j,m) (m, resp. j sont les indices
caractérisant les valeurs propres de J, et J2) et définie par :

J2 |5, m) = a; |j,m) (3.34)

On pose a;, = mhet a; = j(j+ 1)R? (équation du second degré en j possédant toujours une unique
solution positive ou nulle). La détermination du spectre des opérateurs J, et J? se fait a l'aide de
3 lemmes :

1. Lemme 1 : les valeurs propres de J. et J? vérifient — 7 <m < j. Démonstration :

R 2 o
Jelim)| = Goml L ljm)

j,m| J? + 7‘ +1 {fm,jy} |7, m)

j,m| J? — J? +i x ihJ, |j, m)
= jG+DR—m?h® —mh* =R [j(j+1)—mm+1)]>0

= j=>m

(

(7, m| (7 L],,)( T + ijy) |7, m)
=

(.

De la méme facon, on consideére

. 2
HJ |7, m) 7, m| JtJ |7, m)

(J
(4, Hl\(f JrL],,)(] 71]1/) |7, m)
= (j,m|J?+ ][7 - {JI,JH} |7, m)
(Gym| J? = J* —i x ihJ. |j,m)
i3+ DR —m?h* + mh? = B2 [j(j +1) —m(m —1)] > 0
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C’est un polynome du second degré en m. L’étude de ses racines montre que ['inégalité
est vrate pour —j < m < j+1. En combinant avec ce qui précéde, on obtient le premier
lemme.

2. Lemme 2 : soit le vecteur J, |j, m), alors deux cas se présentent : a) si m = j,
alors J, |7,7) =0 et b) si m < j, alors J. |7,m) est proportionnel a |j,m + 1).

) ’”>H

obtenue dans le lemme précédent. Pour le cas b), les relations de commutation (3.30)
et (3.33) montrent que ]+ |7,m) est un vecteur propre commun a J? et L :

Démonstration : le cas a) se déduit directement de l’expression de la norme de ’

o J2J ljm) = J.J%|j m> =+ Dr2J, |4, m)
oJ.J, l7,m) = (J4 J. + hJy) |7,m) = (m + 1)h J4 |j,m)

En résumé, Jy |j,m) est vecteur propre pour J* associé¢ a la valeur propre j et vecteur
propre pour J, associé a la valeur propre m+ 1 : il est donc proportionnel a |j,m + 1).

Par le méme type de raisonnement, on obtient le lemme 3 :

3. Lemme 3 : soit le vecteur .J_ |7,m), alors deux cas se présentent : a) sim = —j,
alors J_|j,—j) =0 et b) sim > —j, alors J_ |j, m) est proportionnel a |j,m — 1).

De plus, on retiendra des démonstrations précédentes les deux relations importantes :

_lim) = A+ 1) —m(m—1)|j,m—1) (3.36)
Jiliom) = B/iG+1) —m(m+1)]j,m+1) (3.37)

(le choix du signe + correspond au choix de phase le plus simple)

On voit donc que 'action des opérateurs j+ et J_ est d’augmenter/de diminuer d’un
nombre entier de fois & la valeur propre associée a J, :en ce sens, j+ et J_ sont les analogues des
opérateurs a* et a de I'oscillateur harmonique, dont I'effet était de créer/annihiler par valeur entiére
des quanta d’énergie Aw. Le spectre de J. est donc construit a partir des valeurs extrémales que
peut prendre m et en progressant par pas entier : les seules valeurs possibles de m sont les 25 + 1
nombres —j,—j 4+ 1,...,5 — 1, 7. Pour déterminer le spectre de J. (et de facto celui de j2), il faut
donc déterminer les valeurs possibles de j. On procéde simplement de la fagon suivante :

— Soit m = Mynex = J, alors par application répétée de J_ sur le vecteur |7, Mmaz) = 17,7),

on va engendrer une suite de vecteurs propres de J, associés aux valeurs propres h(j—1),

h(j —2)...
— Ces valeurs propres sont bornées inférieurement par mg,;, = —j et il existe donc un
entier N tel que j — N = —j, c’est-a-dire j = % En conséquence, les quantités j sont

des entiers ou des demi-entiers.
A j fixé, il existe un nombre impair d’entiers m si j est entier et un nombre pair de demi-entiers m
sinon.
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Conservation du moment cinétique L’opérateur de rotation, noté R et associé & une rotation
géométrique R, est 'opérateur linéaire et unitaire qui agit sur un état avant rotation |¢)) pour donner
un état apres rotation |¢p') = R [¢). Sous l'effet d’une rotation, une observable A se transforme
selon :

(3.38)

Démonstration : soit une observable A (par exemple l’énergie), on suppose que le systéme est dans
un état propre |1,) de A, alors le résultat d’une mesure sur A donne nécessairement :

ap = <'1//’n,| A |’l5971,>
Sous effet d’une rotation du systéme, la méme mesure conduit a :

/ Al
f— 1)
a,, < /n,| A

ol / Q2 9
) (3.39)
Or comme a,, est un scalaire, il est invariant par rotation et donc :

(1/;1 =a,
= (] A|y) = (o] RTAR
S A=RAR

= A = 7§,A7A€+ car R est unitaire.

wn >

Lorqu’une observable est invariante sous I'effet d’une rotation, elle est dite scalaire et elle commute
avec les trois composantes du moments cinétique :

[A,j] =0 (3.40)

Par exemple, 'opérateur carré du moment cinétique J2 est une observable scalaire, invariante par
rotation.

Démonstration : par définition, puisque A est invariante par rotation, alors A = A’. Pour vérifier
la propriété, on prend le cas simple des rotations infinitésimales. A partir de (3.7) et de (3.38), on
a:

A = A=RAR"
5000 ], 506m.d

soit au final {j A} = 0.

Généralement, les composantes de 'opérateur moment cinétique ne dépendent pas explicitement du
temps. Ainsi, si le Hamiltonien est invariant par rotation, alors en vertu du théoréme d’Ehrenfest
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(1.63), le moment cinétique total est une constante du mouvement (c’est toujours le cas des systémes
isolés).

RESUME

L’opérateur moment cinétique J est défini uniquement & partir des relations de commuta-
tion canonique (3.8)-(3.10). Les valeurs propres de J2 et J, sont respectivement j(j +1)%?
et mh avec j = {0, 1/2, 1, 3/2, 2.} et m={—j,—j+1,....5 — 1,5}

3.3 Moment cinétique orbital

3.3.1 Equations aux valeurs propres en représentation position

e Dans cette section, on va déterminer les principales propriétés de 'opérateur moment cinétique
orbital, qui est la transcription quantique du moment cinétique de la mécanique classique :

Yp> — Zpy
L=rAp=| zp, —ap, (3.41)
TPy — YPx

Pour construire 1'observable correspondante, il est utile de regarder 1'expression des composantes
de L : en coordonnées cartésiennes, on voit par exemple que lorsqu’on remplace les variables des
différentes composantes par leurs observables correspondantes, les différents produits intervenant
correspondent & des couples de variables qui commutent (cf. (1.54)-(1.56)) : il n’est donc pas néces-
saire de procéder & des symétrisations particuliéres. On construit donc 'opérateur moment cinétique
orbital selon :

~

L=fAp (3.42)

11 est facile de vérifier que les composantes de L vérifient les relations de commutation (3.8)-(3.10).

Par exemple, pour le commutateur {I:x, i}y}, on a :

LaiLy| = (95 — 2By 260 — 2]

Z) [ﬁm 2] ﬁw + i' [27152] ﬁy
= —ihgp, + ihip, = ihL,

Par conséquent, d’aprés ce qui précéde, les valeurs propres de L2 et L, sont respectivement j(j+1)h?
et mh.

e En représentation position, on peut écrire ’observable moment cinétique orbital sous une forme
simple et déduire des propriétés supplémentaires sur ses valeurs propres. A l'aide des régles de
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correspondance, on a pour chacune des composantes :

IA@(_)?"L[E? 8]

i Yoz " "oy
A h| O 0
A h| O 0

Démonstration : on va démontrer le résultat pour la composante L,

(x| Ly [¢) = (r|9p. — 2Py )
= y(r|p; |v) — 2 (r|py [¥)
h 0 h 0 (r, 1)
= —— —z—— | Y(r,t
Y5 0z i Oy VAL
soit au final
. h ( 0
L;lr <~ l Yy ‘() o Zi
i |70z oy

En coordonnées sphériques, les opérateurs définis par (3.43)-(3.45) s’écrivent 4 :

i, © ih[sin¢§9+cos¢a]

tan@%

A . 0 sing 0
L, < ih {— cos (25% + tan98<b]
- h o

L, & Zan

On en déduit alors I’écriture des opérateurs f/+, L_etL?:

i To i 0
i | 2 =
Ly o he [89+tan96¢]
i T o i 0
- | _Z 4 " =
Lo he [ 89+tan98¢]

R 0? 1 0 1 02
72 2] 97 9
o —h [892 t an606 sin298¢2]

(3.43)
(3.44)

(3.45)

(3.46)
(3.47)

(3.48)

(3.49)
(3.50)

(3.51)

On voit dés a présent sur (3.48) et (3.51) que les équations ne vont comporter aucune dérivée partielle
en r et t. Par conséquent, on peut séparer la fonction d’onde en produit d’une fonction de r et ¢ d’une
part, et d'une fonction des variables angulaires d’autre part®. Si on note Y;(0,¢) = (0, ¢|l,m )

4. On notera bien que les composantes du moment cinétique ne dépendent que des variables angulaires et

pas de la variable radiale.

5. Les équations du moment cinétiques vont fixer les dépendances angulaires, tandis que la partie radiale

(et temporelle) sera fixée par le Hamiltonien.
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cette derniére, alors les équations aux valeurs propres (3.34) et (3.35) s’écrivent en représentation
position :

9?2 1 9 1 92

062 + tan 6 00 + sin? 0 O¢? Yir(0,¢) = j(i+1)Y¥"(0,9) (3.52)
.0 m m
SY0.0) = MY 0.0 (3.53)

3.3.2 Valeurs propres - Harmoniques sphériques

e L’équation (3.53) posséde une forme particuliére simple et implique que la dépendance de la
fonction Y[ (6, ¢) vis-a-vis de ¢ est exponentielle :

Y70, 9) = Ff'(0)e™? (3.54)
Comme la fonction d’onde doit étre continue en tout point de I’espace, alors nécessairement Y}m(G, @) =

ij(ﬁ, @¢+2m), ce qui impose & m de ne prendre que des valeurs entiéres. Comme m = {—j,—j + 1, ...,5 — 1, j},
alors on en déduit que j est également entier et qu’il y a donc toujours un nombre impair de valeurs
possibles de m.

e Les fonctions propres ij(ﬁ,qb) de Popérateur moment cinétique orbital qui sont solutions de
(3.52)-(3.53) sont appelées harmoniques sphériques (=ce sont des fonctions a Laplacien nul, comme
on le voit sur (3.52)) et elles forment une base hilbertienne orthonormée de 'espace des fonctions
de carré sommable sur la sphére de rayon unité (=toute fonction harmonique f(6,¢) admet une
décomposition en harmoniques sphériques). On voit en particulier & partir de la démonstration du
lemme 1 et des lemmes 2-3 du paragraphe précédent qu’elles vérifient également les relations de
récurrence :

LY (0,¢) = h/j(j + 1) — m(m £1) Y;"*(6, ¢) (3.55)

Cette formule trés importante permet de générer a partir de ij I’ensemble des harmoniques sphé-
riques ij pour lesquelles —j < m < j. L’expression semi-explicite des harmoniques sphériques est
donnée par :

(=1 [G+m) N2 +1) iy T o N2)
Y == metme) — J :
(0, 0) 271 prp—— (sinf) e dlcos gy (sin6) (3.56)
avec le cas particulier remarquable
; (—1)7 [(25+1) . i (i
Y7 (0,0) = (sin §)7e'7%) (3.57)

274! 4

Démonstration : comme lorsque m = j, on a L+Y]17(9.o) = 0 (lemme 2), alors d’aprés (3.49) il

43



vient :

0,00
00  tanf 0¢

d ] ;

= HH )~ argF 6 =0
dF;(G) iy de :jdsinﬁ
FJJ (9) tan 6 sin

= dInF}(0) = dIn(sin’ 0)

= FJ(0) = C;j(sin6)’

[vj60.0) =0

Le module de C; est fixé par la condition de normalisation :

/%d(ﬁ/ﬂdesma ]Y?’(@,@f —1

= 21 |C|? / df(sin )% =1

= 47 |C|? / O(sinf)> Tt =1
Le terme intégral est une intégrale de Wallis pour un entier impair et vaut donc
W2]+1 2 ](.7 )
27+ 1!
Avec pour la phase de C; le choiz ¢ = jrm, la constante de normalisation C s’écrit donc :
(=1 2+
T 21(5)) 4
Et donc, au final, on obtient pour ij 0,9) :

0 W @ADL
Yj] (0,0) = e ym (sin 0)7¢'7%)

En appliquant de fagon répétée l’opérateur L_ sur ij, on obtient alors successivement ij_l, ij_Q...Yj_jJrl, Yj_j,
c’est-a-dire Y™ pour —j <m < j et Vj. Pour obtenir un Y™ pour un entier m donné, il faut donc

appliquer a ij lopérateur L j —m fois. Comme

LY = m/iG+1) —-mm-1)y"!
= (G +m)(G—m+1) Y

alors on obtient :
(A j— myj o hﬁ _] m— lyj 1
_ 32 s m—2v,7—2
= h"\/25.(25 — 1).2.1 (L,)J Y]
= W22 = 1) +m+2) G +m+ 1) (G —m)(G —m—1).2.)Y"

! @G+m)t
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Au final, on a donc la formule :

g o DT @I DGEm) L P
Y/"(0,9) = 5 (})\/ () — m)] {ﬁ[‘} (sm fe'l )>

Ce qui s’écrit aprés quelques réarrangements sous la forme :

m / <7l>/ (2/ + l)(] + r”’) mao m d‘jim 27
Y;"(0,6) = - e?(sinf) " —————(sin §)*

47(j —m)! d(cos §)i—m "

Pour les premiéres valeurs de j, les expressions explicites des harmoniques sphériques sont :

1
W= n
i) = F ;sin@eﬂd’
Y
0 3
Y7 (0,0) = ECOSG

(3.58)
(3.59)

(3.60)

e Au final, la fonction d’onde représentant ’état d’un objet quantique possédant un moment ciné-

tique orbital s’écrit comme le produit :

$jm(r;0,9) = R(r)Y;"(0,¢)

La partie radiale est fixée par le Hamiltonien. Lorsque le moment cinétique est nul, alors j = m

(3.61)

=0

et la fonction d’onde ne dépend que de la variable radiale (c’est le cas avec YOO). En spectroscopie,
de tels états & symétrie sphérique sont notés s. De méme, les états de moment cinétique orbital

7 = 1 sont notés p.

3.4 Moment cinétique de spin

3.4.1 Propriétés générales de 'opérateur de spin

Dans les deux sections précédentes, nous avons construit 'opérateur moment cinétique J,
au sens le plus général, puis la version quantique L du moment c1net1que de la mécanique clas&que
On _peut donc introduire a priori un nouvel opérateur, le spin S défini comme la différence entre J

et L, c’est-a-dire ne possédant ancun analogue classique :

-~

S=J-1L

(3.62)

Le spin est donc un opérateur vectoriel puisqu’il est une combinaison linéaire d’opérateurs vectoriels.

Il vérifie les postulats suivants :
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Postulat 8 : Les relations de commutation auxquelles obéissent les composantes du spin sont les
relations de commutation canoniques d’un moment cinétique (3.8)-(3.10) :

[84,8,] = ihS, (3.63)
[8,,8.] = ihS, (3.64)
[5:,8:] = ihS, (3.65)

Postulat 9 : les opérateurs de spin agissent dans un nouvel espace, 'espace des états de spin, dans
lequel S? et S, sont des ECOC. On peut définir une base des états de spin a partir des états propres
de S? et S, soit |s, ms), qui vérifient :

S?|j,m) = s(s+1)h%|s,my)

gz |57ms>

msh|s, ms)

Du fait des relations de commutation du moment cinétique et de la décomposition (3.62), il est
facile de voir que le spin commute avec les opérateurs position et impulsion il est donc compatible
avec toute combinaison de ces deux grandeurs comme par exemple L. Ainsi, on peut construire
une base de vecteurs propres communs a 82 S. et au choix /P ou encore L. Un choix simple et
commode est d’écrire 'espace des états comme le produit tensoriel d’un espace de Hilbert "externe"
(construit a partir des vecteurs propres de r, donc de dimension infinie, et dans lequel ’état spatial
d’une particule est défini par une fonction d’onde) et d’un espace de Hilbert des états de spin
correspondant aux degrés de libertés internes (construit & partir des états propres communs a S2?
et S’Z, donc de dimension 2s + 1). C’est ce que résume le troisiéme postulat :

Postulat 10 : I'espace des états de la particule quantique est Eepterne ® Egpin, produit tensoriel
entre l'espace de Hilbert de dimension infinie lié¢ aux degrés de liberté externe, Ecyterne, €t I'espace
de Hilbert de dimension finie Egp;p,.

Dans ce cas, les vecteurs de base de I'espace des états sont les quantités |r) ® |s,ms), que
l’on note de fagon compacte |r; s, ms), et qui sont définis par :

rlr;s,ms) = T|r;s,mg)
S%|r;s,ms) = s(s+1)h%|r;s, my)
S, lr;s,ms) = mshlr;s,mg)

Pour une particule, le fait de posséder un spin entier ou demi-entier conduit & des propriétés in-
dividuelles et collectives trés différentes. Selon la valeur du spin, on verra (chapitre 11) que 'on
définit deux grandes familles de particules : les bosons (photons, polaritons, gluons de I'interaction
forte, paires de Cooper...), de spin entier, et les fermions (électrons, quarks, neutrinos...), de spin
demi-entier. Les bosons peuvent adopter un comportement collectif grégaire et se mettre tous dans
le méme état (c’est la "condensation", responsable par exemple de la superfluidité de I'Helium 4),
tandis que les fermions ne le peuvent pas.
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3.4.2 Spin ;

Expérience de Stern et Gerlach Dans le cas ou s = 1/2, S ne peut correspondre & un opérateur
de moment orbital angulaire, pour lequel on a vu que les valeurs propres ne pouvaient étre que
demi-entiéres et en nombre impair. La théorie du moment cinétique prévoit que les seules valeurs
propres possibles pour S, sont alors mg = +1 /2, ce qui a été mesuré lors de 'expérience de Stern
et Gerlach en 1922. Dans cette expérience, on cherche & mesurer le moment magnétique d’atomes
d’argent (1 seul électron sur la couche externe) en les envoyant dans un champ magnétique non
uniforme. Pour les électrons tournant autour des noyaux, le moment magnétique est proportionnel
au moment cinétique, p, = YeJ,, 00 Y est le rapport gyromagnétique de ’électron. Aprés passage
dans le champ magnétique, le faisceau se divise en deux parties, associées aux valeurs de moment
magnétique teh/(2m,). Comme J, ne prend qu'un nombre pair de valeurs, il ne correspond donc
pas & un moment cinétique orbital. J, est donc un moment de spin S, associé aux valeurs +h/2
(hypothése d’Uhlenbeck et Goudsmit pour 1’électron, formulée en 1925). On postule généralement
que les opérateurs moment magnétique et moment de spin sont reliés selon :

i =~S (3.66)
On définit également a partir de ~ le facteur de Landé g par :
29M

g= (3.67)
le]
et le magnéton de Bohr par :
hle|
KB = om (3.68)

avec |e| = 1,6.1071°C (charge élémentaire) et M masse de la particule. Selon le type de particule
considérée, on obtient donc différentes valeurs pour ces paramétres :
— pour l'électron, m, = 9,1.1073! kg, go = —2 et 7. = —% = —1,76.10" C/kg®.
o - 27 _ — le _ 8
pour le proton, M, =1,67.107°" kg, g, = 5,59 et v, = My = 2,67.10° C/kg.
le|

— pour le neutron (charge nulle), M,, ~= 1,67.1072"kg, g, = —3,83 et v, = —i, =
—1,83.10% C/kg.
L’espace des états de spin correspondant a s = 1/2 est donc un espace de Hilbert de

dimension 2, que ’on notera Eg;,,. Par ailleurs, les composantes de 'opérateur de spin vérifient les
équations aux valeurs propres :

1 3 1 1
SZ| —, Mg = 5 > = Zh2‘ i,ms = i§ > (369)
~ 11 h 11
Sz|§7§> = §|§»§> (3.70)
A~ 1 1 ho1 1
1 5=5) = —315.-5 7
Gib-ty = Ll (3.71)

6. On remarque qu’en mécanique quantique, le rapport gyromagnétique de 1’électron vaut le double de sa
valeur classique, ot il est pris égal a vo = 5=

me "
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Dans la suite, on adoptera souvent la notation simplifiée

11

25 ) = |+) (=le spin pointe vers le haut)
1 1
| 375 ) = |=) (=le spin pointe vers le bas)

A ce stade, il est important de bien comprendre ce qu’'impliquent les égalités (3.69) a (3.71). Pour
un systéme dans un état quelconque |¢),

) = al+) +81-)
laf* + 18] =1

toute mesure du module du spin donne toujours @h, tandis que pour la mesure de S, la probabilité
d’obtenir %i/2 vaut |a|? et celle d’obtenir —h/2 vaut |3|* : il existe donc un degré de liberté sur la
composante selon z du spin. Avec le choix de la base |r;j,m), on voit que I’état complet d'une
particule de spin 1/2 est défini par le couple de variables aléatoires {r, S }.

Représentation dans SU(2) Les opérateurs S%et S, peuvent étre représentés par des matrices
de rotation d’ordre 2, c’est-a-dire des éléments de SU(2). Rappelons que pour représenter un endo-
morphisme par une matrice connaissant sa base propre , il suffit 1) d’étiqueter les vecteurs propres,
2) d’appliquer 'opérateur sur chaque vecteur propre et 3) de reporter en colonne les coefficients
de la combinaison linéaire du transformé du vecteur de base ayant le méme numéro que la colonne
considérée. En clair, si pour un opérateur fl, on a dans la base V1, Vy le systéme :

AVl =aVi+ 8V,
AVQ =06V + YV

La matrice représentant A dans la base V1, V5 est donnée par :
- a 6
A=
<ﬁ '7)
Dans la base {|+),|—)}, on a évidemment :

+) = [é] (3.72)
= |7 .73

A 3 10 3
2 _ 932 _ 232
S = 4h <0 1) 4h I, (3.74)
tandis que pour S’Z, il vient :
- h(1 0
st o) -



Les matrices représentant les opérateurs S, et Sy sont quant a elles données par :

&

_ h(0 1
r 7 9\1 0
(0 —i
2\1 0

@O)
Il

(3.76)

(3.77)

Démonstration : pour obtenir les matrices représentant les opérateurs S, et Sl, le moyen le plus
stmple est d’utiliser les opérateurs d’échelle S+ et S_. Pour 5,, en appliquant la relation (3.36) et

le lemme 3)a., on obtient facilement le systéeme :
1

1
— h|Z,—=
) = hls-3)

ce qui conduit a la matrice :

L’opérateur Sy étant conjugué hermitique de S—_, il est représenté par la matrice :

(01
b+_h<0 0)

Comme par définition, Sy = S, + ISL/ et S_ = S, — 1Sy, on déduit facilement des équations

recherchées.

En résumé, pour le spin 1/2, 'action des différents opérateurs sur les kets de base est donnée par :

S = 3 Sl =3

S = 210 &1 =20)
S0 = D &=
£ - Ly g0 -2

(3.78)

(3.79)

On obtient une forme plus compacte pour les composantes du spin en remarquant que ces

derniéres s’écrivent trés simplement avec les matrices de Pauli (3.12)-(3.14) :

S=

o]

NS

(3.80)

Ce résultat était prévisible dans la mesure ou les matrices de Pauli sont les générateurs de SU(2).
Ainsi, conformément au postulat 3 sur le spin, Iespace des états décrivant complétement une par-
ticule quantique de spin 1/2 est le produit tensoriel entre ’espace de Hilbert de dimension infinie
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lié¢ aux degrés de liberté externe, Eczierne, et de 'espace de Hilbert de dimension 2, Egp,. Tout ket
d’état |¢) s’écrit donc :
) =[v)@[+) +[¢-)®|-) (3.81)

En représentation position, la dégénérescence liée au spin 1/2 implique d’utiliser une fonction d’onde
différente pour chaque valeur discréte de S,. Suivant la terminologie de Cartan, I’état complet d’une
particule sera donc défini par une fonction d’onde & deux composantes ou spineur, défini par :

Py(r,t) = (r|Py)
(w—(r,t): (r|ep_) ) (3.82)

Lors d’une rotation d’angle 6, un spineur se transforme selon :

( e )  [cos(8/2) Ty + isin(6/2)n.5] ( A ) (3.83)

A la différence des vecteurs, un spineur n’est pas invariant par rotation d’angle 27, mais il est
transformé en son opposé. Il faut effectuer une rotation de 47 pour revenir a I’état initial. On voit
donc qu’en toute rigueur, la dynamique d’un objet quantique de spin non-nul doit porter non sur
une fonction d’onde mais sur un spineur, ce qui implique de modifier I’équation de Schrodinger afin
d’incorporer les effets de spin.

3.4.3 Composition de spins 1/2

Spin total Que se passe-t-il lorsque 'on considére un systéme composé de deux particules de
spin 1/27 C’est par exemple le cas de 'atome d’hydrogéne, composé d’un électron et un proton,
ou du noyau de deuterium, composé d’un neutron et d’'un proton. On désigne par S, et Sy les
opérateurs de spin de chaque particule. L’espace des états d’un tel systéme est ’espace produit
tensoriel Egpin = Egpin1 ® Egpin2, espace de dimension 4 dont une base orthonormée est donnée
par :

{loy;o0)} = {low = %) ® o2 = £)}
= {l=+H) 1) =+ =) (3.84)

Lorsqu’on fait agir les opérateurs de spin sur ces kets d’état, on est conduit d’aprés (3.69)-(3.71)
L7
a’:

A h

Siz|o1;00) = 015 |o1; 02) (3.85)

A h

Sa:|o1;02) = o5 lo1;02) (3.86)

59 59 3h?

Si|o1;02) = S3|o1;02) = T lo1; 02) (3.87)

7. En toute rigueur, dans Egpin, il faudrait écrire non pas S, mais Si. ® Iz, non pas Sz, mais I1 ® Sa
etc... Pour alléger les écritures, on omet généralement cette précision.

50



On définit 'opérateur spin total S=8S,+8S, Clest un opérateur de moment cinétique qui vérifie
les relations de commutation canoniques (3.25)

|: ~
55
[SZ, Sz} =ihS,

02 8y| = inS.
S ] — ih8,

Démonstration : c’est immédiat compte-tenu du fait que Sy et So commutent entre eux et vérifient

(3.25) :

[80:8)] = [Sue + S0, S1y + )
- {91;1:7 Slg} + {SQ.IW SQ;{/}
= ihS1, + ihSss
— ihS,

S’z et S? forment un ECOC de Epin. En raison des propriétés des moments cinétiques, les vecteurs
propres communs a ces deux opérateurs, que ’on notera |.J, M) (avec J entier ou demi-entier, et M
compris entre —J et J par progression de 1), doivent vérifier :

S?|J, M) = R*S(S+1)[J, M) (3.88)
S.|J, M) = hM|J, M) (3.89)

L’objectif est de trouver pour le systéme de deux particules & spin 1/2 les valeurs propres J et M
possibles, ainsi que leurs vecteurs propres.

Action de ,§'Z et S2  L’action de S’Z sur la base de Egp;;, conduit facilement a :

. N N h h
Sy lo;00) = S1z101;02)+52z\01;02>=01§!01;02>+02§!01;02)

h
= 3 (o1 + 02) |o1; 092) (3.90)

Les kets {|o1;09)} sont donc kets propres pour S, associés aux valeurs propres 2 (oq + o9) =

2
{=h,0,h}. En résumé, on a :

>

2+ = hl+H4) (3.91)
S.|+—) = 0 (3.92)
S.|—4) = 0 (3.93)
S |==) = —hl=-) (3.94)

Cela suggére que le spin de I’ensemble formé par les deux particules est un spin 1 : les valeurs & et
—h sont non dégénérées tandis que la valeur 0 est deux fois dégénérée. La matrice représentant S,
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est donc diagonale et s’exprime dans la base de Egp;;, par :

(3.95)

o O O O
o O o O
o O O

Pour voir si les {|o; 09)} s’identifient aux {|.J, M)}, on regarde I’action de S sur les kets
de base de Egp;,. Le développement de 1'opérateur conduit a :

S? = S% + S% + 2S1ZS23 + 2§1yS2y + 25’1905'295
L’effet des trois premiers termes est simple a déterminer a partir de (3.85)-(3.87) :
5 4 5 A 3r2  3n2 h?
(S% + S% + 2512S1z) ’01; 02> = <4 + T + 24010'2> ’0'1; 02>

2

h
= 5 (34 0102) |o1;02)

L’effet des deux derniers termes se calcule a partir des relations (3.78)-(3.79)pour chaque particule :

. . h2 ih\?
(2SIyS2y + 2SIxS2z) lo1;09) = 2Z |—01; —02) + 20109 <2> | =015 —02)
h2
= ?(1—0102)\—01;—02>

de sorte que I’action de S? sur les kets de base de Egpin se résume a :

§214;4) = 20|+ +) (3.96)
S*4;-) = B (=) + =5 4) (3.97)
S?|—4) = RE(l+5-)+—5+) (3.98)
S2|_’_> — 2h2‘—;—> (399)

La matrice représentant S? s’exprime donc dans la base de Egpin par :

S? = n? (3.100)

S O O N
S = = O
S = = O
N O OO

Ce n’est pas une matrice diagonale, ce qui signifie que les kets {|o1;02)} ne forment pas une base
propre de S?. En fait, on voit grace a (3.96) et (3.99) que les états |+;+) et |—; —) sont des vecteurs
propres de S?, de sorte que pour trouver une base diagonalisante pour cet opérateur, il suffit de

diagonaliser la sous-matrice :
11
_ 32
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Les valeurs propres se trouvent facilement en formant le polynéme caractéristique de [M] :

[M] = h*det (IIA 1iA> =R ((1-XN)?=1)= X\ =0 ou Ay =2h*
Les vecteurs propres associés sont :
1 2
E(H; —) 4+ |—;+)) pour la valeur propre 2k (3.101)
1
—(]+; =) — |—;+)) pour la valeur propre 0 (3.102)

V2

Démonstration : c¢’est de la diagonalisation de matrice trés élémentaire. Pour le vecteur propre |Vi)
associé a 0, on a

Pour le vecteur propre |Va) associé a 2h%, on a

B2 11 ar ) _op2 [ 01
11 a2 (%)
= a1 = ag = — (normalisation)

V2

1
= |V2) = ,ﬂ(\% )+ 1=+)
En résumé, les valeurs possibles de spin total J pour un ensemble formé de deux particules de spin
1/2 sont 0 et 1. A chacune de ces valeurs sont associées 2.J + 1 valeurs M compatibles avec S :
— le sous-espace propre associé & J = 0 est de dimension 2J+1 = 1 et correspond a I’état
singulet :
1
V2

— le sous-espace propre associé & J = 1 est de dimension 2J + 1 = 3 et correspond aux
états triplets :

|0; M = 0) (=) =1=+) (3.103)

LM =1) = [++) (3.104)
1

LM =0) = \ﬁ(l+;—>+|—;+>) (3.105)

LM =-1) = |--) (3.106)
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3.5 Composition de moments cinétiques quelconques™*

Coefficients de Clebsch-Gordan On considére un systéme physique formé par la réunion de
deux sous-systémes (par exemple, deux particules). On note E; 'espace des états du premier sous-
systéme et |j1,m1) les kets propres pour J%, Jy, :

I jml) = i+ DA [ji,ml)
Jiz j,my) = mahlj,ma) (3.107)

De méme, on note Ey U'espace des états du premier sous-systéme et |ja, mg) les kets propres pour

j2,J2Z :

I3ljoma) = ja(jo + 1)A? |jo, ma)
Jazlj2,me) = mah|j2, ma) (3.108)

Un ECOC est constitué par les opérateurs {j%,jlz,j%,jgz}. Comme précédemment, le nouvel
espace des états du systéme est E = E; ® Eo, dont les kets d’états sont les éléments :
|71, mas j2, ma) = [j1,m1) @ [j2, m2) (3.109)

Le moment cinétique total est défini par J = J,+J,. Nest évident que les composantes de J veérifient
bien les relations de commutation d’'un moment cinétique (méme principe de démonstration qu’au

paragraphe précédent). Par ailleurs, {j 2. J.,3 2 J %} forment un ECOC.

Démonstration : en utilisant le fait que Ji,9 commute avec son Casimir et que d’autre part J;

commute avec Jo, on voit de plus aisément que :

3] = [

[32, j} - [32,33}:0

[Py

(Y

Comme {j 2 jz, J 2 J %} forment un ECOC, il existe donc une base de vecteurs propres communs &

ces opérateurs, vérifiant :

J2|J, M, j1,52) = h2S(S+1)|J, M, j1,52) (3.110)
J.|J, M, j1,j2) = RM|J, M, j1, jo) (3.111)

accompagnées des relations usuelles entre J et M. Comme au paragraphe précédent, on va cher-
cher les valeurs propres et vecteurs propres possibles dans le cas ot les moments cinétiques des
sous-systémes sont quelconques. Nous avons vu pour des spins 1/2 que les vecteurs propres cher-
chés pour le nouvel ECOC (incluant S) étaient des combinaisons linéaires des vecteurs propres du
premier ECOC (celui comportant seulement S; et Sy). Existe-t-il une formule générale reliant les
{|J, M, j1,j2) } aux {|j1,m1;j2, m2)}? Comme ce sont deux bases orthonormées de E; @ Eg, alors
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il existe une transformation unitaire qui les relie. En utilisant la relation de fermeture (1.11) pour
les {|j1, m1; j2, m2)}, on obtient directement :

Ji J2
[T, M, g1,g2) = D > i ma; dayma) (G, ma; ja, ma |, M, i, o) (3.112)

mi=—j1 ma=—j2

Les coefficients (j1, m1; j2, ma |J, M, j1, j2) sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan. Il n’est pas
possible de donner une formule générale, simple & manipuler, permettant de déterminer ces coeffi-
cients, et en pratique on utilise des tables donnant leurs valeurs (voir par exemple [1], p. 221). On
peut toutefois présenter la méthode permettant leur calcul, & condition d’établir au préalable les
régles de sélection suivantes (admis) :

M =mq1+moy (3.113)
|71 —7—2| < J < j1+j2 (régle du triangle) (3.114)
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Chapitre 4

L’oscillateur harmonique a une
dimension

L’oscillateur harmonique est I'un des rares systémes dont le traitement quantique conduit
a des solutions analytiques et il posséde de plus de nombreux champs d’application. Tout d’abord,
il décrit assez correctement les petites oscillations mécaniques d’un systéme au voisinage d’une po-
sition d’équilibre (minimum de potentiel). Appliqué a ’étude des vibrations des atomes d’un réseau
cristallin, il conduit & la notion de phonons. Autre exemple : le champ électromagnétique. On peut
montrer que le champ électromagnétique dans une cavité est formellement équivalent & une ensemble
d’oscillateurs harmoniques indépendants, chaque oscillateur étant associé & un mode propre de la
cavité. Enfin, on verra que I’étude de l'oscillateur harmonique requiert 'introduction de nouveaux
outils qui seront les ingrédients de base de la Seconde Quantification et de I’Electrodynamique
Quantique.

Il existe principalement deux méthodes pour traiter le probléme de 1'oscillateur harmo-

nique :

— La premieére, due & Sommerfeld, consiste & ramener 1’équation de Schrodinger (en re-
présentation position) a une équation de Weber et a en rechercher les solutions sous
forme de polyndémes d’Hermite.

— La seconde, due a Dirac, consiste & expliciter les sous-espaces propres du Hamiltonien en
introduisant les opérateurs de création et d’annihilation. En raison de son importance,
c’est essentiellement cette procédure qui va étre exposée dans la suite.

4.1 Opérateurs de création et d’annihilation

e Pour l'oscillateur classique vibrant selon ’axe des z, le Hamiltonien fait intervenir une fonction
-1

potentiel V(X) = 2msz 2. A partir du principe de correspondance, on obtient donc facilement
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I’observable correspondante :

2 ﬁ%{ 1 2 %2
H=== 4+ — X 4.1
2m—|—2mw ( )

Comme H est indépendant du temps, le systéme est donc conservatif. Ainsi, pour déterminer I’état
du sytéme & un instant ¢ connaissant son état & ¢t = 0, il suffit de déterminer les états stationnaires
et d’appliquer (1.22). On introduit alors les deux opérateurs sans dimension :

i o= \/?X (4.2)

p = px (4.3)

Afin d’alléger les notations, on pose dans la suite px = p. La relation de commutation canonique
(1.54) s’écrit alors :

[2,p] =il (4.4)
et le Hamiltonien (4.1) devient :

ﬂ-:

" 5 1 22) (1.5)

e Afin de déterminer les valeurs propres de H, on définit trois nouveaux opérateurs a*, a et N
selon :

at = \}i(iﬂ—iﬁ) (4.6)
& = \}i(fﬂp) (4.7)
N = a*ta (4.8)

a™ et a sont respectivement appelés opérateurs de création et d’annihilation bosoniques et N est
I'opérateur nombre d’occupation (Iorigine de ces dénominations sera éclaircie plus loin). Plusieurs
propriétés se déduisent aisément des définitions (4.6)-(4.8) :

— Sur les opérateurs a™ et a :

1. (a™)* = a, donc ces deux opérateurs ne sont pas hermitiques mais adjoints 'un de
I'autre.

2. Le commutateur de @™ et & est donné par :
[a,a™] =1 (4.9)

Démonstration :

[a,0*] = @+ )@ —ip) — (& —ip)(@ +ip)]

¢

N =D =

(82 — i2p + ip2 + p2) — (22 + idp — ip2 + p2)]
= i[p,z] = I d’apres (4.4)
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3. Un corollaire de cette relation, utile pour les calculs, est

0, 7)) = 5o

f(@t) (4.10)
oil opération de dérivée partielle traite a™ comme une variable de dérivation stan-
dard. Cette relation est analogue a (1.61).

— Sur opérateur nombre de particule N :
1. Nt =(ata)t =at(at)t =ata = N, donc N est hermitique.

2. Le commutateur de N avec @ est donné par :
[N,&] = —a (4.11)
Démonstration :

+ ot

—aa ¢
= [at,ad]a

= —a d’apres (4.9)

>

a

L—
>
D
Q>
.
Q>

3. Le commutateur de N avec at est donné par :
[N,aﬂ e (4.12)
Démonstration :
[\ aﬂ — ataat —atata

= a'[a,a

= a' d’apres (4.9)

']

e Inversement, on a donc facilement :

1
i = —@"+a 4.13
T+ a) (1.13)
N AP
= —(@"—a 4.14
iz \/5( ) (4.14)
ou encore pour les observables = et p :
G h (a* +a) (4.15)
Tz = a a .
2mw
. mwh ., .
po= i (@™ —a) (4.16)



Ainsi en substituant (4.13)-(4.14) dans (4.5) et en utilisant (4.9), on obtient une troisiéme forme du

Hamiltonien de l'oscillateur harmonique :

Démonstration : en substituant (4.13)-(4.14) d’apres la définition (4.5), on a

- hw - N
H = 7([)24—:1:2)

= (=@M -d*+ata+aat + (@)’ +a*+ata+aah)

En utilisant la relation de commutation (4.9) et la définition (4.8), il vient :

) e )
o = ;"(a+a+a+a+1)

1.
= (N + ;)

En particulier, on remarque que H et N ont les mémes vecteurs propres.

4.2 Etude des états propres

4.2.1 Spectre du Hamiltonien

(4.17)

e On va montrer & I'aide de 4 lemmes que les valeurs propres de l'opérateur nombre de particules

sont des entiers et on en déduira ensuite le spectre de H.

1. Lemme 1 : les valeurs propres de N sont toujours positives ou nulles.

Démonstration : soit |v) un vecteur propre de N associé a la valeur propre v, on consi-

dére alors la norme du vecteur a |v)

b

laW)I? = (lataly)

= W) = v

Par conséquent, on a toujours v >0 avec v =0 < a|v) = 0.
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2. Lemme 2 : le vecteur a|v) est soit vecteur propre de N associé a la valeur
propre v — 1, soit le vecteur nul.
Démonstration :

Nalyy = (—a+aN)|v)
(v —1)a|v) en utilisant (4.11)
Deuz cas se présentent : soit v — 1 n’est pas valeur propre de N et a|v) est le vecteur
nul, soit v — 1 est valeur propre associée au vecteur propre a|v).

3. Lemme 3 : le vecteur a' |v) est soit vecteur propre de N associé a la valeur
propre v + 1, soit le vecteur nul.
La démonstration est analogue & celle du lemme 2.

4. Lemme 4 : les valeurs propres de N sont les entiers naturels. Ces valeurs
propres sont non-dégénérées.
Démonstration : Puisque les valeurs propres sont positives ou nulles, le spectre posséde
donc une borne inférieure. Soit Uy celte borne inférieure, alors v, — 1 ¢ Sp {N}
Donc d’aprés le lemme 2, G |Upmin) est le vecteur nul. Sa norme est donc nulle, donc

<Vm[fn| (AJJF(AI ‘me> = 0
=  Vmin <7/nu'n‘ len>

et donc Vi = 0. Soit |0) le vecteur propre de N associé a la valeur propre 0. D’apres le
lemme 3, Uapplication de a™ sur ce vecteur conduit a un nouveau vecteur propre a* |0)
associ€ a la valeur 1. On note

1) ce nouveau vecteur. En appliquant de fagon répétée

cette procédure, on engendre tous les vecteurs propres et tout le spectre de N, c¢’est-a-dire

N. La propriété de non-dégénérescence se démontre facilement par récurrence.
e Si 'on reporte le résultat du lemme 4 dans (4.17), ’équation aux valeurs propres du Hamiltonien
s’écrit donc :

- 1
Hn) = <n + 2) hw |n) avec n=0,1,2... (4.18)
Donc les valeurs propres du Hamiltonien sont les E,, = (n + %) hw : les niveaux d’énergie de 1'os-

cillateur harmonique sont donc quantifiés. Cette expression permet de donner une interprétation
physique aux opérateurs a et a™. En effet, lorsqu’on applique par exemple a sur un ket propre |n),
la définition (4.5) et le lemme 2 indiquent que l'on a alors :

Aaln)) = hw<]\7+;f>d|n)

= hw<n—1+;)d|n>

La valeur propre du Hamiltonien est alors E,,_1 = E, —hw : ’application de a a donc fait passer d’un
état d’énergie E, & un état d’énergie E,,_1. Il y a donc eu annihilation d’'un quantum d’énergie hw.
De méme, N représente le nombre de quanta dans I’état |n). De plus, contrairement au cas classique,
Iénergie accessible la plus basse est non-nulle (Ey = %hw) Ce résultat est a 'origine de nombreux
champs d’investigation en physique, comme les problémes liés a la constante cosmologique, ’énergie
noire ou encore la renormalisation en Electrodynamique Quantique.
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4.2.2 Kets propres

e Ayant déterminé le spectre de H , on va maintenant chercher a exprimer le ket propre |n) en
fonction de I’état |0) ou état fondamental. On suppose les kets |n) normalisés. La procédure a mettre
en oeuvre est donnée par le lemme 3. Tout d’abord, puisque a* |n) est vecteur propre de N associé
a la valeur propre n + 1, alors par unicité, il existe un nombre complexe ¢ tel que a™ |n) = c|n + 1).
Si on forme la norme de ce vecteur, on obtient :

. 2 2 2
la™ Im)[" = Il {n + 1 In + 1) = el
Or, en utilisant la relation de commutation (4.9) dans la définition de la norme, on a :

atm)|” = (n|aatin)
= (n|I+ N|n)
= (n+1){njn)=n+1

Donc & un facteur de phase prés, on a

atn) =vn+1n+1) (4.19)

Remarque : on montre de méme que l'action de l’opérateur d’annihilation sur un ket propre de N
est donnée par

aln) = vnln —1) (4.20)

On a donc, par application répétée de (4.19) :
T10)
1
2) = at[1) =

=

~
I
Q>

(@)™ 10) (4.21)

Les vecteurs {|n)},, - sont appelés ¢tats excités. Comme kets propres de I'observable H , ils forment
une base orthonormée. De plus, comme les valeurs propres sont non-dégénérées, alors H forme un
ECOC et les kets propres (appelés états de Fock) définissent donc une représentation : la représen-
tation en nombre d’occupation. Comme le systéme est conservatif, tout ket d’état de l'oscillateur
harmonique s’écrit donc d’apreés (1.22) selon :

ZAne”+ )t ) = Z —i(nt3)wt (g |0) (4.22)
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4.2.3 Fonctions d’onde

e Dans la pratique, il est commode de raisonner directement sur les fonctions d’onde de 'oscillateur
harmonique de fagon & obtenir les densités de probabilité associées aux différents niveaux d’énergie.
Pour le niveau fondamental de 'oscillateur harmonique, la fonction d’onde est donnée par :

Yo(z) = (—)‘1‘ e (4.23)

Démonstration : on se place en représentation position. D’aprés (4.20), on a a|0) = 0. Par définition
de l'opérateur d’annihilation en fonction des observables T et p, il vient alors que :

< mw . N i A> 0y = 0
A ——p —
h vVmhw
Or en multipliant cette égalité par (x| et en utilisant (1.47), on obtient en représentation position :

\/Tur 10) + an V g ] (x]0)=0

= (@) + o Yo(x) =

On a donc a résoudre une équation différentielle du premier ordre dont la solution est donnée par :
mw .2
h

Yo(x) = Ce 2 ”

La constante d’intégration est fixée par la normalisation de la fonction d’onde :

+oo +oo mw .2
1 = / dz o (x) o () = cy/ dx e 5"

— 0o
= | \/ (mtegmle de Gauss)
mw\ 1
=C = ( W) a une phase pres
h

Pour obtenir la fonction d’onde associée a un niveau |n) quelconque, on applique simple-
ment la formule (4.21) :

) = /2 ()" (32) T (meq — )" e 500" (4.25)
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Démonstration :

. — . n—1
ol (e ) 1 (|- =) o
V2nn! h v mhw h vVmhw
1 1 ) '

. ol \\V R T Vmhw i 0z h mhw]

B 1 h mw 0 (al mw i vl 0)
. 2nn! \ mw nt T or )W n " \/mhwp

Par action répétée de a™ sur le bra (x

, il vient au final :

1 h mw d\"
Un(x) = — r— — x |0
¥nl2) n! <2mw> ( h d:l:) ( [0)
1 Ro\" (mw)i mw d\" _me,
— T — — e 2h
n! \ 2mw hm h dx
] nm mw / oD
a on n' fm mw dl ‘

Par récurrence, on montre de plus que :

/ mw [ h _ mw 2 dm” 2 mw
e 2 = (=1)"e? = = T

qui est la définition usuelle des fonctions d’Hermite.

Le développement de cette expression montre que 9, (z) est toujours le produit de e~ e par un

polynéme d’Hermite, comme obtenu directement dans ’approche de Sommerfeld

Un(x) = /i (22)

Les premiers polynomes d’Hermite sont donnés par : Ho(z) = 1, Hi(z) = 2z, Ho(x) = 422 —
2, H3(z) = 823 — 12x.

mw .2

Hy, (/"Px)e 2 ® (4.26)

S

4.3 Propriétés statistiques de 'oscillateur harmonique

e Pour un état |¢) quelconque, le comportement mécanique de l'oscillateur harmonique présente
certaines similitudes avec le cas classique. Pour le mettre en évidence, on part de I’équation de

63



Heisenberg (2.45) écrite pour les opérateurs de création et d’annihilation. Comme les états cohérents
sont caractérisés par des vecteurs propres et des valeurs propres ne dépendant pas explicitement du
temps, le représentant de Schrédinger de a de dépend pas de t et de méme pour a* en vertu de la
relation de commutation (4.9). Les équations d’évolution des représentants de Heisenberg de a™ et
a s’écrivent donc :

L d T .
zh%ag = [a*, H}H = —hwa;}
d .
pds [ .
) dtaH a, " hwa g
Par intégration, on obtient donc directement :
iwt .
i) = af(0)et =< <m“’ 0) — — Ao>
() 1(0) 7 , 21(0) = ———pn(0)
: et mw i

ap(t) = ap(0)e ™ = —2u(0) + ) 0)
ult) = anO) =< ([0 + (0

avec les conditions initiales :
mw . 7

dJ}rI(O) =4/ THSUH(O) - mﬁH(O) (4.27)

an(0) = | 220 (0) + %jlwhmm (4.28)

En substituant , on obtient les expressions intégrées des observables position et impulsion selon :

su(t) = 2Zw(a;(0)eiwt+aH(0)e—iwt) (4.29)

pu(t) = i\/m?wh(d}}(O)eM—&H(O)e*"”t) (4.30)

On retrouve des formes analogues aux équations classiques en faisant intervenir les conditions ini-
tiales (4.27)-(4.28) dans ces égalités :

hrr (0)

zu(t) = zu(0) coswt—i—pmw

pua(t) = pu(0) cos wt —mwzp(0) sin wt (4.32)

sin wt (4.31)

e On considére l'oscillateur dans un état stationnaire |n) (par exemple aprés une mesure d’énergie).
Dans ce cas, les valeurs moyennes des observables Z et p sont nulles :

(ldln) = g (ol @ +a)n)
_ \/Zwﬂawﬁmn,nl):o (4.33)
wlple) = i/ 5ol @ =) ln)

=i (A Tumst — Vian1) =0 (4.34)
2mw
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La dispersion autour de ces valeurs moyennes est donnée par les écarts-types :

1\ &
Az? = - — 4.
x <n+ 2) p— (4.35)
Ap? = (n + ;) mhw (4.36)

Démonstration : comme la valeur moyenne de & est nulle, on a

. . I ‘
Az? = (n|i?|n) = : (n| (a* + a)*|n)
2mw

h | {
= 5 ' (n|(@*2 +aat +ata + a2 |n)
mw
h h

= (n| (aa™ +ata)|n) = (n| (I +2a%a)|n)
2mw 2mw

h o 7 1
= "o +2N) ) = (n+>

2mw mw
Le méme type de démonstration pour p conduit & (4.36).

On voit en particulier que

1
AxAp = <n + 2> h (4.37)

L’inégalité spatiale de Heisenberg n’est donc saturée que pour le mode fondamental. Par ailleurs, 1’os-
cillateur harmonique quantique vérifie en moyenne la propriété d’équipartition de I’énergie puisque

(V@) = ;mw2<;ﬁ2>_;<n+;>hw—;En (4.38)
A2
(1) = 2%(”*;) mho = ¢ B, (4.39)

4.4 Etats cohérents

e Soit « € C, les états propres de 'opérateur d’annihilation, notés |a) et appelés états cohérents,
sont les kets définis par :

— o

—lo? n 00 am /A
o) =72 30000 G n) = ez 302 e (@) [0) (4.40)
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Démonstration :

i) a2 X Q" i n)
ala) = e 2 E aln
\/7

n!

Vvnln—1) d’apres (4.20)

1=1

<

\/171>

—lof
= e 2 E
n=1 V ni

On pose n' =n —1 et on obtient alors :

\r\2 I
ala) =e 2 Z

n’=0

n+l

v/l

In') = ala)

Comme tout état cohérent |o) est une combinaison linéaire d’états stationnaires, son évolution au
cours du temps est donnée par (1.22)

a(t)) = e 50 Z ()t ) — o-ite 5 io (ae™)" In) (4.41)
ce qui se réécrit simplement comme :
[Va(t)) = e 2" [ae™") (4.42)

On voit donc qu’a un facteur de phase global prés (sans conséquence physique), |1, (t)) est également
un état cohérent.

e La spécificité des états cohérents se comprend en déterminant les valeurs moyennes et écarts-types
pour les observables position et impulsion. Pour les valeurs moyennes, on obtient directement avec

(4.15)-(4.16) :
(2) = (al\ 5o (@ +a)|a) = \/ 5 —(a* +a) (1.43)

—a)la) =i\ — (o — ) (4.44)

En utilisant (4.42) pour un systéme initialement dans I'état |ag) avec ag = |ap| e, ces relations
s’écrivent alors & un instant ¢ ultérieur :

(i) = \/% lag| cos(wt + &) (4.45)

(p) = —V2mwh|ag|sin(wt + ¢) (4.46)
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Ces relations sont formellement analogues a celles de I'oscillateur harmonique classique :

za(t) = Xprcos(wt+ @) (4.47)
pa(t) = —Xpymwsin(wt + ¢) = Py sin(wt + @) (4.48)
si 'on pose :
2h
Xn = — || (4.49)
mw

e Pour les écarts quadratiques, on obtient facilement :

h
h
Ap = % (4.51)
Démonstration :
.9 oo 0
(27) = (« ‘?mw(a +a)*|a)
g . . .
= 3 L@+ 2ata+I+a?) )
mow
h . .
o [((\,"‘ + (1,)2 + 1}

En utilisant (4.44), par définition de [’écart-type, on a finalement :

h
2mw

Le méme type de démonstration pour ['observable impulsion conduit ¢ 4.51.

Ainsi, comme Az ne dépend pas du temps, on voit que le paquet d’onde ne s’élargit pas au cours
du temps, et plus généralement, comme AxAp = g a tout instant, le paquet d’onde dans un état

cohérent reste minimal. Enfin, en formant les rapports Az/ (&) et Ap/(p), il apparait que si

la| >> 1, alors :
[ _h
Ax 2mw 1 1

(%) (o +a) = 2Re(a) ~ 2]a] ©

2mw

<1

1
o~ <<
(p) 2|al

En résumé, on constate que pour un oscillateur harmonique dans un état cohérent |a) (avec |a] >>
1), on a un mouvement quantique pour lequel
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— les valeurs moyennes de la position et de I'impulsion sont les mémes que celle de 1'os-
cillateur classique (modulo I’ajustement (4.49)).

— position et impulsion sont déterminées avec une trés bonne précision.

— le paquet d’onde se propage sans se déformer.
Les états |a) sont donc tels que loscillateur harmonique présente un comportement mécanique
analogue & celui d’un oscillateur classique, d’oul leur appellation d’états quasi-classiques. Ils ont été
introduits par R. Glauber en 1963 et lui ont valu le prix Nobel de Physique en 2005 pour leur
importance en optique quantique cohérente. Ce sont les seuls états & plusieurs photons conduisant
a un comportement en onde électromagnétique classique et en pratique, ce sont ces états que 1’'on
retrouve en sortie des lasers monomodes.

4.5 Application : la spectroscopie vibrationnelle

4.5.1 Réduction au centre de masse

On considére une molécule diatomique A-B, dont les atomes A et B, de masses respectives
my et mp, sont repérés par leurs positions X4 = x4 + Xa¢q €t Xp = 2p + Xp¢q le long de 'axe
horizontal. En premiére approximation, on représente la liaison entre ces atomes par un potentiel
harmonique :

V(za,zp) = %k(mB —x4)? (4.52)

ou k est la raideur de la liaison (typiquement : ko_c = 1018,16 N/m, kc—c = 1924,96 N/m ,
ko—c = 3422,16 N/m).

L’énergie totale de la molécule s’écrit classiquement :

1 1 1
E = imAdvl%‘ + imgi’QB + ik(xB — a:A)2 (4.53)

On découple les degrés de liberté barycentriques et vibrationnels en faisant le changement
de variable :

_ MmaTAt+mpTp — _ __mp
R (4.54)
T=xB—TA B =G+ s

On remplace ensuite dans (4.53) et on regroupe judicieusement les termes :

1 1 1
E = 5Mg;%; + 5,11,3'62 + §kx2 (4.55)
ddl barycentrique ddl vibrationnel

avec M = mg +mp et up = mamp/M. Les effets barycentriques se résumant a des décalages
Doppler, on va se restreindre aux effets vibrationnels.
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4.5.2 Traitement quantique

L’énergie vibrationnelle a une expression identique a celle de l'oscillateur harmonique.
On peut donc appliquer le traitement de Dirac. Dans la représentation position, I’équation de
Schrédinger correspondante s’écrit

R d2g, 1 5 4

- + —pwz =K 4.56
2 A2 2N ®n n®n ( )
avec ¢n(x) = (z|n) et E, = (n+ 1/2)hw.
Cette équation est un grand classique des mathématiques du XIX®™€ siécle. On la résoud en faisant
le changement de variable :

E, h T
=" - = 4.57
en =7 “= V=7 (4.57)
On obtient alors une équation de Weber :
1/, d?
5 - 5 5 n — €nPn 4.
5 (- 45z ) 8o =0 (4.58)
Pour n =0, g = 1/2 et une solution élémentaire est de la forme
doly) = v/ (4.59)
On génere les fonctions d’onde pour n > 0 par application successive de (4.19) :
it ho =2y g0 =Vig1 = ¢1(y) = (2y)e V)2 (4.60)
it = V2ér= daly) = (4’ —2) eV (4.61)
Wton = ViH1onn = éuly) = Huly)e v/ (4.62)

Les H,(y) sont les polynémes d’Hermite. En rajoutant une condition de normalisation, on montre
par récurrence que les fonctions d’ondes propres sont :

mw 1 2,9 d" 2
_ — y/2 —y 4
on (y Vo x) gy ¢ dg© ) (4.63)

Toute transition entre deux niveaux vibrationnels est donc telle que :

AEpy=Fpi1 —Ep,=hw== v= L [k (4.64)
2\l

Plus la molécule a une masse réduite grande, plus la fréquence de vibration est faible : ainsi pour
C-H, on a p = 0,923 et on mesure v = 3000 cm~!, tandis que pour C-Cl, 1 = 8,968 et on mesure
v = 800 em~!. De méme, (4.64) indique que plus la liaison est forte, plus la fréquence est élévée :
pour C-C, on mesure v = 1200cm ™!, contre v = 1650cm ™! pour C=C et v = 2150em ™! pour C=C.
Donner des valeurs de fréquence en em ™! peut sembler surprenant : ¢’est parce qu’en spectroscopie,
on travaille conventionnellement avec un systéme d’unité un peu particulier dans lequel

v(Hz)

viem™ 1) = ——_
( ) c(em.s™1)

(4.65)
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4.5.3 Aspects pratiques de la spectroscopie IR

D’apreés ce qui précéde, on peut a priori espérer détecter la présence de molécules & partir
du spectre d’émission/absorption dii aux degrés de liberté vibrationnels : c’est 'idée de base de la
spectroscopie vibrationnelle (gamme de fréquence = infrarouge). Ces degrés de liberté vibrationnels
sont excités thermiquement, la probabilité que la molécule soit de la microétat d’énergie F,, étant
donnée par (ensemble canonique)

(n43)hw
exp (—7@% )
pall) = ——— (4.66)

ou Z est la fonction de partition du systéme.

Pour qu’un photon soit absorbé, il faut que la vibration excitée s’accompagne d’une va-
riation du moment dipolaire : une condition suffisante est donc que les molécules portent un dipole
permanent. En pratique,

— Les molécules diatomiques sans moment dipolaire permanent (molécules de type As)
sont inactives en IR (on peut néanmoins les observer en spectroscopie Raman). C’est
la raison pour laquelle les principaux constituants de 'atmosphére terrestre Oy et No
ne présentent pas d’effet de serre.

— Les molécules diatomiques avec un moment dipolaire permanent sont susceptibles d’in-
teragir avec la lumiér si les oscillations du champ électromagnétique sont en phase avec
un des modes de vibration de la molécule : on a alors émission/absorption d’un spectre
de raies. Par exemple, le monoxyde de carbone CO (gaz asphyxiant incolore et inodore,
premiére cause de décés par intoxication en France) est une molécule dissymétrique,
polaire et qui absorbe dans l'infrarouge.

— On peut étendre le raisonnement & des molécules triatomiques comme COs : en rai-
son de I'angle entre les liaisons et comme les liaisons C=0 peuvent ne pas vibrer de
fagon symétrique, la molécule excitée peut avoir un moment dipolaire par rapport a la
molécule symétrique initiale et présenter des pics dans I'IR.

Pour C=0, avec kco = 18,7 N/cm, on trouve théoriquement un pic d’absorption & v = 2150 cm™*

(IR moyen) : c’est ce pic qui est recherché dans les systémes de détection des habitations.

Expérimentalement, on constate que les niveaux d’énergie vibrationnels ne sont pas par-
faitement équidistants : les niveaux les plus élevés se rapprochent et les transitions vibrationnelles
correspondantes ont des énergies plus faibles que prévu. L’approximation des interactions entre deux
atomes A et B par un potentiel harmonique symétrique n’est donc manifestement pas réaliste : si les
potentiels réels sont quasi-harmoniques prés de leur minimum, ils présentent des déviations notables
pour des énergies élevées.

Un modéle plus précis et largement utilisé est le potentiel de Morse :
2 2
Var(r) = D, (e—““—re) - 1) — D, = D,e~2a(r=re) _op e=alr=ro) (4.67)
avec 7. la distance a 1’équilibre et D, le paramétre définissant la profondeur du puits de potentiel :
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pour une molécule comme HCL, on a D, = 4,81eV et r, = 1,275A. Le premier terme est un effet
répulsif & courte distance (répulsion des noyaux) tandis que le second est attractif & grande distance.

Les fonctions d’ondes réguliéres correspondant aux états stationnaires sont de la forme ! :

ko ey (k—Fko 1 2%k 2k
h(r) = e Hrmre)=Ge g < LR Oe_o‘(r_”)> (4.68)

o} 2 a’ «
avec kg = \/2uD./h et ou les fonctions hypergéométriques confluentes (ou fonctions de Kummer)

sont données par
+00

T'(a +n)T () 2"
O(a,y,2) = gwm (4.69)

Les énergies de liaison ont pour expression (Landau, 1980) :

ah 1.\?
E, =—D, <1 - ﬁ(n + 2)) (4.70)

L’absorption ou I’émission de lumiére doivent étre accompagnées d’un changement du
moment angulaire de la molécule afin de compenser le gain ou la perte de moment angulaire du
photon. Un modéle spectroscopique complet doit donc inclure les degrés de liberté vibrationnels
et rotationnels. La rotation d’un groupe d’atomes autour d’un axe (par exemple les deux atomes
d’hydrogéne d’un groupement méthyléne) peut étre représentée par un modéle de rotateur rigide :
les deux masses ponctuelles my et mo sont séparées par une distance fixe d (image d'un "petit
haltére"). Le rotateur est animé d’un mouvement de rotation autour du centre de gravité G de ce
systéme. On note respectivement d; et do les distances de chacune des masses par rapport a ce
centre d’inertie. Dans ce cas, I'énergie cinétique de rotation s’écrit classiquement en fonction du
moment cinétique :

L2

z

E=22
21

avec I = myd? + mads = moment d’inertie de la molécule selon z

~ T2
Le Hamiltonien quantique s’écrit donc H = % et les états propres correspondants sont donnés par :

282
Ep = % I (6) = —im? (4.71)

Les degrés de liberté de rotation viennent rajouter des sous-niveaux aux degrés de liberté vibra-
tionnels et de fagon générale, les différences d’énergie rotationnelles E,,+1 — E,, sont toujours plus
faibles celles des niveaux d’énergie de vibration.

1. Pour plus de détails, on pourra consulter C. Aslangul. Mécanique quantique Tome 3. De Boeck (2015),
pp- 1099-1103 et H Taseli. Exact solutions for vibrational levels of the Morse potential. J. Phys. A : Math. Gen. 31
(1998) 779-788.
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Chapitre 5

Atome d’hydrogéne
hydrogénoides

et systémes

L’atome d’hydrogéne est le premier élément chimique de la classification périodique, et est
simplement composé d’un proton et d’un électron. La compréhension fine de la physique mise en jeu
dans ce systéme relativement “simple” a permis ensuite de développer la théorie de systémes plus
complexes, tels que les atomes & N électrons, et son approfondissement a servi également a jeter par
exemple les bases de la physique quantique relativiste mais aussi de la théorie quantique des champs.

Dans le cadre qui nous intéresse ici (la méca-
nique quantique non relativiste), le probléme
de I'atome d’hydrogéne est analytiquement so-
luble, et il devient ainsi possible d’en déduire
les niveaux d’énergie pour les comparer aux
mesures des raies spectrales. De la méme fa-
¢on, cette étude permet ensuite de comprendre
directement les spectres des ions dit hydrogé-
noides, c¢’est-a-dire qui ont perdu tous leurs élec-
trons sauf un (tels que He ou Li?>T) mais aussi
d’aborder des concepts tels que les modéles a
électrons indépendants qui souvent mis & profit
pour traiter les édifices multiélectroniques.

Les premiéres observations expérimen-
tales, telles que les mesures des séries de raies

1 4——4— atomic number

H 4——4— element symbol

Hydrogen <—f— element name
1.008 <«—1— atomic weight

FiGURE 5.1 — L’atome d’hydrogéne dans le ta-
bleau périodique

(Balmer etc..), et les premiéres théories associées, telle que le modeéle de Bohr, ne seront pas reprises
ici. Le lecteur ou la lectrice est invité & consulter le cours de 1A et le polycopié correspondant.
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5.1 Traitement de I’atome d’hydrogéne

5.1.1 Cas "classique" pour ’atome d’hydrogéne

L’atome d’hydrogéne se raméne au traitement d'une particule fictive (dite réduite) ! dans
un potentiel central (celui du proton). On recherche ici 'expression de ’énergie pour le systéme
classique. L’Hamiltonien quantique devra ensuite avoir la méme expression que dans le cas classique

mais cette fois, en utilisant des opérateurs.
On considére une particule fictive de masse réduite p se déplagant dans un potentiel qui
dépend de r = ||r] — 73|| ot 71 (resp. r3) est le vecteur position par rapport a une origine arbitraire

du proton (resp. électron). Son énergie est donnée par
(5.1)

1 1
o + =~ i+ V(r)

1
E = =~ 2 = -
SHY +V(r) 5 5
Le moment cinétique vaut L_b = 7 A puv = pvgey. La force centrale qui s’applique a la particule
fictive est :
> - awv r
F(r)=-V(V =—— X - 5.2
() = -9V = -2 x T (5.2
Si 'on applique le théoréme du moment cinétique par rapport a l'origine O, on obtient :
dL¢ o oo dV o OM .
—O—MO(F)ZOMAF:—CTOMA—:O (5.3)
r r

Nous pouvons en déduire que L?) = Cste = la trajectoire est incluse dans le plan (M é,,0). Si nous

2 . , .
remplacons vg par sa valeur ,Ug = # dans 'expression de ’énergie :

E:l/uw2+ L7 +V(r):é+veff (5.4)
20" 2ur? 20

Le probléme revient donc a traiter le cas d’une particule se déplacant dans un potentiel effectif ne

dépendant que 7.

5.1.2 Cas quantique pour ’atome d’hydrogéne
Par un soucis de simplicité, il est possible que le signe "A" soit omis lors de 1'utilisation

d’opérateurs.
1. La mise en équation pour un systéme de deux particules en interaction est présentée en annexe A.

73



Equation de Schrédinger

Dans I'annexe A, on montre que 1’étude du systéme de deux particules en interaction se
réduit & I’étude de deux équations de Schrodinger :

) . [—%A + V(r)} U(r) = E1¥(F) pour I'évolution d’une particule fictive,
A savoir : .

[_Q(#j-’mz)AR} x(R) = Eyx(R) pour I'évolution du centre de masse du systéme.

ot la fonction d’onde totale peut s’écrire comme un produit : ¢(7, B) = ¥(7)x(R) puisque
I’énergie totale est £ = Ey + F».

E; correspond a I’énergie du systéme composé des deux particules en interaction (niveaux
quantifiés si états liés) alors que Eo représente I’énergie (cinétique) d’une particule libre (car il n’y
a pas de présence de potentiel donc elle n’est pas quantifiée) qui n’est autre que celle du centre de
masse du systéme. Fs est en conséquence continue et pas nécessaire pour la suite du probléme. On
peut s’en affranchir en se plagant dans le référentiel du centre de masse pour I’étude, ot ce dernier
est fixe et donc son énergie cinétique, nulle. Dans ce cas E = Ej et pour la suite, nous pouvons
nous concentrer su la recherche et 'utilisation de ¥(7) exclusivement.

Développement et états propres

La suite consiste donc a rechercher les états propres puis les niveaux d’énergie pour
h2
HY(7) = [—QA + V(T)] U(7) = EV(F) (5.5)
7

Dans I'annexe A, nous développons I'expression du moment cinétique L? en coordonnées sphériques
et en particulier nous pouvons constater que :

102 L?
A=|-—==r)— 5= .
(r or? T) h2r2 (56)
Ainsi on se rameéne & une expression analogue a celle que I'on obtiendrait en classique :
HU(r0,0) = |22 L B v wino.g) = BUr6, ) (5.7)
r = |——- r r r = r .
) ) SO 2/1/ T‘ 8’,”2 2#7‘2 9 b SO ) ) ()0

On sait d’ores et déja que L? et L.? commutent. Si I'on calcule [H, L2] ou [H, L,], on s’apergoit
que ces observables commutent = on peut former un ensemble d’observables qui commutent qui
est en réalité complet car la base d’états propres communs est unique.

Remarque : On peut noter d’aprés 'annexe B que L? et L. ne dépendent que de € et ¢
en coordonnées sphériques mais on décrit bien tous les degrés de liberté du systéme grace a H qui

2. On peut également utiliser L, ou L, mais par convention on choisit L.

74



lui dépend de r. En conséquence, on peut séparer un état propre commun en un produit de deux
fonctions ; 'une dépendant de r et 'autre de 6 et .

Valeurs propres

Désormais on considére W(7) = ¥, ,,,(r, 0, p) comme état propre commun a H, L? et L,
ou [ et m désignent respectivement les nombres quantiques associés aux valeurs propres de L? et
L. On obtient :

H\Pl,m (T’, 9, (10) = Eq}l,m (T7 9, 90)
L2V 0 (r,0,0) = L*[Rin(r)Yim (0, 0)] = Rim (r)L*Yim (0, ) = 1(l + 1)h* X Ry (1) Yim (6, )
LoVim(r,0,0) = L[Rin(r)Yim(0, ©)] = Rim(r)L:Yim (0, 0) = mh X Ry (1)Yim (0, ¢)

ot l'on a séparé W, (7,0, ¢) en deux fonctions, L? et L, n’intervenant sur sur 6 et ¢.

Rim(r) fonction radiale,

On appelle
1m(0,¢) harmonique sphérique.

Allure des harmoniques sphériques, orbitales atomiques

On sait déja qu’elles doivent vérifier :

L2Y;,(0,0) =1(1+1)R2 X Y (6, )
L:Yim(0, ) = mh x Yim(0, )

L, s'écrit3 | L, = ——— | ce qui motive & chercher Yj,,(6, ) sous la forme :

}/lm(97 90) = -Flm(g) X eimgp
On a bien L.Y,(0,p) = mh x Y;,,(0, )
Le probléme est périodique = ¢ — ¢ = ¢ + 27 doit laisser Y;,, inchangée, soit e!™(¥+2m) —

eime x eiM2™ — ¢MP e qui est possible pour m entier. En annexe B nous montrons que si m est
entier alors [ I'est aussi. Alors :

[ et m sont des nombres entiers (quantification), avec I > 0

3. Voir annexe B.
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Les {Y},,,} doivent étre de carré sommable pour former une base Hilbertienne. Les harmo-
niques sphériques sont normalisées et orthogonales

/ / Y; (0, 0) Vi (0, 0) sin 0d0dp = 61 18t m (5.8)

On peut les calculer simplement dans le cas m = [, les expressions de L, et L, en coordonnées
sphériques étant données en annexe B. En effet :

, i ((OFu(0 i, ;
L+Yuw~m=:0=[Lm+z@Amxa¢>=ﬁ6”< ég)‘*mﬂe“”ﬂ“m>ehP:O 59)
oFu(0) 1 _
20 tang1®) =0 (5.10)
On peut montrer que Fy;(6) = C(sin#)'. Ainsi :
Pour m =1 |Yj,nzi(0, ) = C(sin6)'e’? (5.11)

ou C est déterminé par normalisation. Dans le cas général, on peut montrer que :

(=D 2041 (1—m)! dtm 2yl
Yim(0,¢) = " b .
I, ( 30) 2N 4 % (l+m)'e dy”m( Y ) y=cos 0 (5 )
ZZO }/0,0(97Q0) = i
I=1 Y11(0,¢) = =7 sin0e’?
Quelques exemples :
}/170(07 30) = % cos 6
— 3 t
Yi-1(0,0) = Esm@e ®

Sur la figure 5.2, nous tracons |Y}, (0, ¢)|? pour différentes valeurs de I et m. On appelle
Yim (6, ) orbitale atomique car |Yy,, (6, 0)|? représente la probabilité de présence de 1'électron dans

un angle solide élémentaire df). Nous en reparlerons par la suite.
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m=1
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=11
AL=2 £=2
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£=1
m=(
=2
N
m=1 m=2
m=0 OO

FIGURE 5.2 — Tracés de différents |Y;,,,(6, ¢)|? qui ne dépendent pas de ¢. Image provenant de [2]

Partie radiale

Désormais, nous recherchons la forme de la fonction Ry, (). Dans I’équation de Schrodinger
pour la particule fictive, il faut remplacer L? par ses valeurs propres :
[ h? 1 92 L?

*E;WT + 22 + V(T)] Rin (7)Y (0, 0) = ERpyp (1) Yim (0, 0)

h% 1 62 R+ 1)
—— — 4V R =FER
{ 2ur arz’ + 2pur?2 + (7")] i(r) ()
On se raméne a une équation radiale qui ne dépend plus de 6 et ¢. De plus m n’intervenant pas
dans I’équation, on peut le supprimer dans Rjy,,.

Par la suite, on s’intéresse aux états liés (E < 0), pour lesquels R; est de carré sommable,
ce qui se produit pour un nombre fini ou infini n’ discret de I’énergie E, ;. On écrit désormais R :

Rn/l(r)-

Pour I'atome d’hydrogéne le potentiel central (Coulombien) s’écrit V(r) = —672. L’équation
a résoudre devient :
h% 1 02 Rx1(l+1) e

S

- — ’ =F_ ’ 1
2u r Or? 2pur? r2 B (1) ni B (1) (5.13)

Nous cherchons ensuite & obtenir une équation adimensionnée et pour cela on introduit :

e _ 1
a =5 =13 la constante de structure fine,
[¢]
_ n? 1A L
a0 = 2 T Gue 0,53 A le rayon de Bohr (rappel avec p masse réduite),
E _ue4_l 2 2""136 V 1,, . d N . isati
I =G = gMmeca” & 13,6 € énergie de premiére ionisation.
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En fait @ donne 'ordre de grandeur de L et ici o << 1, ce qui explique 'utilisation d’une
13

équation non relativiste. En posant f = aLo et € = EEI’ on obtient :

1 d? (+1) 2 B
(fdef - f2 + ? — 5) Rn/l(r) = (514)

On peut montrer (ce que 'on ne cherche pas a faire ici) que :

— Pour chaque valeur de [, il existe un nombre infini de solutions
R (f) = e_fﬁlen/l(f) avec n’ € N

ot Qui(f)=Co+Cif + ..+ Cy f™ est un polynome de degré n’ appelé polynome de
Laguerre de degré n/'.

— cestsolutionet £ = —FErxe = —Wﬁﬁ)g ol By = 13,6 e¢V. On peut poser n = n/+1+1,

que l'on appelle nombre quantique principal.

— l=n—-n"—1<ncarn >0 et de plus on doit trouver [ > 0.

Niveaux d’énergie et fonctions d’ondes

On vient de voir que l'on retrouve E = —% comme dans cas du modeéle de Bohr de
I'hydrogeéne (ce que l'on cherchait justement & vérifier).

Il est légitime de se demander quelle est la dégénérescence de ces niveaux d’énergie. On

sait que :

— Pour chaque valeur de [, m varie entre [| —[,!|], autrement dit m peut prendre (2 + 1)
valeurs qui donnent la méme énergie. c’est ce que ’'on appelle dégénérescence essen-
tielle, qui provient du fait que la valeur propre de L, n’intervient pas dans I’Hamilto-
nien.

— [ peut varier entre 0 et n — 1 et comme n’ varie aussi, on peut retrouver pour chaque
couple nly, un couple nbly, tel que En, = Epy,- 11y a autant de possibilités que de
valeurs possibles pour [ et 'on appelle cette dégénérescence, dégénérescence acci-
dentelle.

Pour conclure, si ’on appelle g, la dégénérescence du niveau FE,, :

n—1

gn=> (+1)=n? (5.15)
=0

NB : Nous verrons que si 'on tient compte du spin de I’électron (égal a :t% soit deux possibilités),
cela multiplie la dégénérescence par deux.
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|W,, 1.m (7, 0, ¢)|? représente la densité de probabilité de trouver un électron dans un volume
élémentaire autour d’'un point M :

s, 1 (7, 0, 0)|2di® = | Ry (r) Pr2dr + [Yim (6, )| 2dQ2 (5.16)

On remarque que 7[R, (r)|? représente la densité de probabilité radiale de trouver un
électron dans la coquille située entre la sphére centrée en 0 et de rayon r et celle de rayon r + dr.
De méme? Y] ,(0, p)|? est la densité de probabilité de trouver 1'électron dans un angle solide dS2.

Lorsque l'on regarde le tracé de la densité de probabilité r?|Ry(r)|* (figure 5.3), on s’apercoit

A Pir)

-
L=
19
)
S

0 10 20

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 r/a

FIGURE 5.3 — Tracés de différents 72| R,,;(r)|?. Sur I'image, a; est le rayon de Bohr. Image provenant
de [2].

clairement de la différence entre le modéle quantique exact et celui de Bohr, ou il supposait une
orbite bien définie. Cependant, dans le cas n = 1 la valeur la plus probable pour la distance de la
particule fictive est celle du rayon de Bohr. C’est ainsi qu’il prend sens, en ayant une signification
dans le modéle exact.

4. Comme déja explicité plus tot.
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5.2 Systémes hydrogénoides

L’intérét du modéle établi pour ’atome d’hydrogéne est non seulement de permettre d’ou-
vrir la voie aux systémes polyélectroniques, qui eux nécessitent des approximations mais également
de permettre de bonnes estimations pour des niveaux d’énergie de systémes plus compliqués mais
dans lesquels on peut en réalité se ramener a une particule chargée négativement dans un potentiel
central.

5.2.1 Isotopes de I’hydrogéne

Les isotopes sont des atomes qui possédent le méme nombre d’électrons et donc de protons
(pour rester neutre), mais un nombre différent de neutrons. L’atome d’hydrogéne posséde deux
isotopes, le deuterium (dont le noyau comporte un neutron supplémentaire) et le tritium (dont le
noyau comporte deux neutrons supplémentaires).

Dans 'annexe A, il est montré que la masse réduite du systéme de deux particules en
interaction s’écrit :

mimsg
= = 5.17
H mi + mg ( )
soit pour le systéme electron-proton :
MMy Me
=~ 1-— 5.18
B e (1 ) (5.18)

Si I'on considére que la masse du noyau de deuterium est approximativement 2m,, et celle
du noyau de tritium est approximativement 3m,,, on obtient :

p(deuterium) ~ me(1 — 27:;) (5.19)
(tritium) = me(1 — ) (5.20)
ritium) ~ me(1 — :
p S

puisque ”m% << 1, les masses réduites relatives a ’hydrogéne, au deuterium, et au tritium
sont trés proches, ainsi que leurs rayons de Bohr et leurs énergies. Néanmoins ces différences peuvent
étre vues expérimentalement, par exemple en mesurant les longueurs d’ondes des raies lumineuses
correspondantes.

5.2.2 Cas d’ions hydrogénoides

Les ions hydrogénoides sont de ions dont la structure électronique est proche de I’hydrogéne.
On peut citer parmi les plus courants, les ions :
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— He™t configuration : 1s', noyau de charge Zq = +2¢ et un électron
— Li*T configuration : 1s', noyau de charge Zq = +3q et un électron
— Be3T configuration : 1s', noyau de charge Zq = +4q et un électron

Pour ces ions, a partir des résultats de 'hydrogéne, il a été proposé de modifier le potentiel

Ze?
Vr) = —é = | Verr = ——|en tenant compte des Z protons du noyau. Il y a une modification

par rapport & 'hydrogéne du rayon de Bohr et des niveaux d’énergie :

hZ

— 2 g, =

ap ne? 0,72 Z/,L62

En effet : 5
YA
E I
E, :—n—g — EHVZ:_T

n

On peut comprendre grace a ce qui précéde que les ions soient plus petits que 'atome
d’hydrogene (électron externe et noyau plus fortement liés).

Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre, que ’hydrogéne constitue par sa simplicité (relative) 'un
des premiers succés de la mécanique quantique. Tout d’abord avec le modéle de Bohr, que 'on sait
incomplet et inexact, mais surtout avec le systéme proton-électron qui décrit par ses valeurs propres
et respectivement la forme de sa fonction d’onde, les spectres en énergie et respectivement la forme
d’orbitales atomiques, pour des systémes plus compliqués comme ceux énoncés dans la derniére
partie.

Malheureusement, la majorité des atomes sont des systémes polyélectroniques et ne peuvent
se comporter comme ’hydrogéne, nécessitant des approximations pour tenter de les décrire. Ce sont
ces méthodes d’approximations permettant d’y arriver que nous décrirons dans le prochain chapitre.
Nous discuterons également de la prise en compte de phénoménes plus "fins" implicitement négligés
jusqu’alors et induisant une "levée de dégénérescence" (nous reviendrons notamment sur le cas de
I’hydrogéne) des niveaux d’énergie.
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Chapitre 6

Méthodes d’approximation et
applications dans le cas de ’atome
d’hydrogéne

Introduction

Jusqu’a présent, nous avons étudié I’équation de Schrédinger que dans le cas ol elle pos-
séde une solution analytique (cas de I’hydrogéne). En réalité, rares sont les situations ou cela se
présente en mécanique quantique. Pour avancer et décrire de maniére approchée et non plus exacte,
il est nécessaire de faire des hypothéses; des approximations et c’est ce que nous verrons dans ce
chapitre. Il est & noter qu’ici on se restreint aux cas de perturbations indépendantes du temps,
stationnaires. Nous reviendrons ensuite, au cas précédemment traité de I’hydrogéne en s’intéressant
aux phénoménes, fins qui ont lieu et permettant une levée de dégénérescence des niveaux d’énergie.

6.1 Meéthode des perturbations stationnaires

6.1.1 Généralités

La premiére méthode que nous allons étudier est la méthode des perturbations. On suppose
que le systéme est décrit par H = Hy +V = Hp + AH;. ol A est un paramétre réel, Hy est
I’Hamiltonien dit "non perturbé" et AH; la perturbation.

Si on note {|n, )} 'ensemble des états propres de Hy, la méthode des perturbations consiste
a considérer AH; comme agissant sur les {|n,r)} également, ce qui peut se faire uniquement si la
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perturbation reste faible devant 'Hamiltonien non perturbé. Ici n représente le niveau d’énergie
considéré, r est I'indice de dégénérescence, et g, la dégénérescence du niveau n. Ainsi, r € [|1, g, |].
On considére un état |¥) comme état propre de H, il peut donc s’exprimer comme une combinaison
linéaire d’états propres de la base {|n,r)}.

o H|T) =W |¥) ou W représente la valeur propre associé a H,
na:
H0|TL,’I”> =E, |?7,,7“>

Le principe de la méthode est de développer |¥) et W, en polynéme de A, puis ensuite de
travailler sur les différentes puissances de A :

[U) = |UO) + X | W) + 22|02 + ..

On peut écrire :
W =W+ AW+ \2W2 + ..

6.1.2 Etats et valeurs propres dans le cas non dégénéré

Dans le cas non dégénéré r = 1 et on note |n,r =1) = |n). Désormais, on développe
H|W) =W|¥)
“+oo +00 “+o0o
& (Ho+ AHy) x YN [WP) =) " NWWP Y AP |0P)
p=0 p'=0 p=0

Si 'on regroupe les termes selon la puissance de A, on trouve pour les trois premiers termes :
Hy |00 = WO |wY)
Ho |UY) + Hy |90 = WO | uh) + Wt |wo) (6.1)
Ho|W2) + Hy [ W) = WO 02) + W01 + W2 [90)

On rappelle que l'intérét de la méthode est que les {|¥%)} peuvent s’exprimer dans la base {|n)}
pour une perturbation faible. On peut écrire :

v =Y Ciln) (6.2)

L’équation 1 de 6.1 implique que |W°) est état propre de Hy de valeur propre W9, Ainsi il existe n,
telle que W9 = E,, et |¥°) = |n). En conséquence, on passe & la notation : [¥0), Wi et |Wl).

Cas du premier ordre

On introduit I’écart en énergie du premier ordre en A : AEL = AW que I'on cherche a
relier & la perturbation AH;.
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En appliquant (n| sur I’équation 2 du systéme 6.1 :
((n[) x (Ho [W,,) + H1 [¥3)) = ({n]) x (W |[¥y,) + W, [¥7))
(n| Ho |,) + (n| Hy [93) = W (n| W) + (n| W, |¥7)
(n| Hy n) =W,

= |AE} = \W! = (n| \H |n)

Cas du deuxiéme ordre

Tout d’abord nous allons avoir besoin de développer 1'expression de |¥?). En normalisant
(U,,|¥,,), nous obtenons :

L= (U W) = (Un]W7) + A ((T5|T7) + (Up [ T7)) + .. (6.3)
(U eD) =1
Soit par identification : { " Z ) : . X
Re((¥,|¥.)) = 0; on peut s’en convaincre grace au calcul.

Si on multiplie I’équation 2 du systéme 6.1 par (k|, on obtient :
(k[ Ho [97,) + (k| Hy [W5) = Wy (k|Wy) + W,y (k| ¥7)
Or [W0) = [n) , (] Ho = B (n] et W =
d'ott By, (k|V}) + (k| Hy |n) = E, (k|¥})

dott (k| Hy [n) = (B, — Ey) (k|U})

1 _ (k[Hiln)
1 1 1 1 k“ H1 ’TL
Or [U) =" |k) (k[TL) = [n) (n|T}) + > " [k) (k|¥},) = [n) (n|T}) +Z E, —Ek
k k#n

Et |¥l) étant définie & une phase prés, on peut en particulier écrire |¥l) = e |W!)) et choisir a
tel que Im({PY|WL)) = 0 ce qui donne en définitive (U0 |Wl) = 0 car on vu que Re({¥0|Wl)) =0
également. De cette facon (W0 |Ul) = (n|¥L) = 0 et on trouve :

v =3 p g (6.4

Désormais, nous pouvons rechercher AE2 = M2W?2 qui fait intervenir la valeur de |¥L) trouvée. Il
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faut cette fois appliquer ((n|) sur I'équation 3 du systéme 6.1 :

(n| Ho [W7) + (n| H1 [9) = W, (n]97) + Wy (n|Wy,) + Wy

(n| Hy [0y,) = Wy (n|¥y) + Wy
& W2 = (n|H |V — W (n|Wl) = (n| H |¥}) d’aprés ce qui a été postulé tout a I'heure
n| H, |k) (k| Hy [n)

& AEL=NW2 =) (n|H [T)) =) <

ket En - Ek
(k| Hy|n) |?
d'ott | AE2 = \? [kl Hy ) |7 6.5
ol ; B B, (6.5)
n

6.1.3 Etats et valeurs propres dans le cas dégénéré

Ici |n) devient |n,r) ou pour rappel r € [|1, g,|]-
Cas général : AE} — AE}! = AW, et q est également tel que q € [|1, gnl].

S’il existe des W, 4 de valeurs différentes alors il y a levée de dégénérescence et les niveaux

sont alors clivés. Cette fois W9 ) = 39", Cy |n, 7).

En multipliant I’équation 2 du systéme 6.1 & gauche par A (n,7’| et en remplacant \\I'%’q>
par son expression :
gn

> (n, | AHy [, 1) Cop = AW, (Co (6.6)
r=1

On reconnait un probléme aux valeurs propres et pour chaque valeur de ¢, il faut résoudre le
déterminant nul suivant (appelé équation séculaire) :

<7’L, 1| )‘Hl |n7 1> - AFE <n7 1| >‘H1 |n7.gn>

<nagn’ AHy ‘na 1> <n7gn‘ AH, ‘n7gn> — AF

NB : les {gq,r} sont obtenus en appliquant (n,r’| & '’équation 1 du systéme cette fois. On peut
montrer que les expressions des écarts en énergie sont les méme que dans le cas non dégénéré, mais
ils dépendent désormais de la valeur de ¢ correspondante.
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6.2 Atome d’hydrogéne : autres interactions

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les niveaux d’énergie de I'hydrogéne sont
dégénérés. En effet, on a montré que pour une valeur donnée du nombre quantique principal n, on
peut trouver plusieurs valeurs du nombre quantique azimutal [ (telle que 0 <1 < mn — 1) comme n’
(nombre radial) varie aussi . Pour chaque valeur de [ en question il existe (2] + 1) valeurs possibles
de m; (nombre quantique magnétique) qui laissent I’énergie inchangée?. Si 'on tient compte du
spin de I’électron la dégénérescence totale est de 2n2.

Dans la pratique, on observe des clivages® pour ces niveaux d’énergie. Le modéle tel que
nous 'avons étudié pour I’atome d’hydrogéne est donc incomplet.

En effet, la levée de dégénérescence arrive sans méme qu’il n’y ait de perturbation exté-
rieure, ce qui veut dire qu’il faut améliorer le modéle en ajoutant sous forme de perturbation des
effets inhérents & 'atome. On peut citer les trois clivages principaux et ’ordre de grandeur de AF :

Nom Ordre de grandeur AFE
Structure fine (3 termes) ~107% eV
Effet Lamb ~ 1076 ev
Structure hyperfine ~ 1076 ev

Nous allons nous intéresser a ces trois effets plus en détail ci-dessous. Dans la suite, on
effectue 'approximation que la masse réduite utilisée dans la modélisation de I’atome d’hydrogéne
peut étre assimilée a celle de 1'électron (. = me), en considérant le proton infiniment lourd et
immobile.

6.2.1 Quelques éléments de théorie de la relativité restreinte

La mécanique classique (newtonienne) est une approximation de la mécanique relativiste,
valide lorsque les vitesses mises en jeu restent relativement faibles. Le postulat fondamental de la
théorie de la relativité restreinte est que la vitesse de la lumiére dans le vide est une grandeur
invariante et indépendante de la vitesse relative de la source, ce qui remet en cause la composition
galiléene des vitesses.

En particulier, la transformation de Galilée entre deux référentiels en mouvement relatif a

1. Dégénérescence accidentelle
2. Dégénérescence essentielle.
3. Séparations en énergie ou formulé autrement, des levées de dégénérescence.
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vitesse V :

=t
=x—-Vt

doit étre remplacée par la transformation de Lorentz qui s’écrit :
v t—Vx/c

L iovie

;o =Vt
V1-=V2/c?

Notons que la premiére équation de la transformation de Lorentz implique qu’il n’y a pas d’univer-
salité du temps!

Un autre pilier de la théorie de la relativité restreinte est le lien entre I'énergie et la
masse selon la formule bien connue : E = mc?. Ceci se traduit par le fait que la masse de I’atome
d’hydrogéne est inférieure a la somme des masses de 1’électron et du proton d’'une quantité égale a
I’équivalent en masse de I’énergie d’ionisation.

6.2.2 Structure fine

La structure fine découle d’effets relativistes dont on ne tient pas compte lorsque I’on utilise
I’équation de Schrodinger pour le systéme. En effet, il faudrait pour cela utiliser I’équation de Dirac

(qui n’est pas a retenir) ih% ) = (m62a0 — ihe Z?Zl aj%) |¥).

Heureusement chaque terme supplémentaire apporte une correction faible a I’énergie (~
10~% eV) et I'on peut traiter ces termes sous forme de perturbation. En effet, on peut écrire :

H = Ho+ Hyqp (6.7)

ou Hfzn = Heinetique T Hparwin + Hso (68)

Terme concernant I’énergie cinétique

. . L. 1., .. 2 . . 1. , .
L’énergie cinétique utilisée (non relativiste) est 55— alors qu'il faudrait utiliser I'énergie
cinétique relativiste/m2c* + p2c2 — m.c?. En effectuant un développement limité en puissance de

. . . 2 .o . « e
p et en en s’arrétant au premier terme qui suit % on trouve la premiére correction relativiste :
€

p4

7 6.9
8m3c? (6.9)

Hcinétique =
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On peut estimer 'ordre de grandeur de la perturbation :

4

Heindtigue | S5m0 _ P 1 <E>2 e (1Y (6.10)
H, 2p 4m202 4 \¢ 137
Me

Terme de Darwin

La position de I’électron est considérée comme ponctuelle mais en réalité, elle est définie
h

MeC

3
dans un volume A2, = ( ) , C’est ce dont tient compte ce terme correctif. On appelle A\¢ la

longueur d’onde de Compton .

h2

2.2
8mzc

Hparwin = AV (r) (6.11)

Ce terme modifie le potentiel moyen ressenti par I’électron. On peut également montrer :

HDarwin 2 1 2
arum = | — 6.12
O “ (137) (6.12)

Terme de couplage Spin-Orbite (SO ou encore LS)

1 1dV(r)
~ 2m2ctr dr

Hso xL-S (6.13)

Nous proposons de montrer d’ou vient ce terme. En relativité restreinte, on peut calculer le champ
électromagnétique dans un certain référentiel que arbitrairement choisit en fonction d’une valeur
connue prise dans un référentiel de référence.

On considére R’ le référentiel associé a 1’électron en mouvement et R le référentiel du
proton®. L’électron est soumis au champ ER crée par le proton mais ce dernier ne génére pas de
champ magnétique. Pourtant, dans le référentiel de 1’électron, ce dernier est soumis & un champ B}/
et en effectuant une transformation relativiste, on peut le déterminer :

. 1 . .
Bp = ——v: A Er (dans le cas ou Bg est nul.) (6.14)
c

On rappelle que I’électron posséde un moment magnétique de spin qu,e = —gTS ou S représente

Iopérateur moment cinétique de spin. On peut ensuite écrire I’énergie d’interaction de l’electron

4. Arthur Compton (1892-1962) : Physicien américain connu pour la découverte de l'effet qui porte son nom
et pour lequel il obtient le prix Nobel de physique en 1927.
5. On suppose que proton et centre de masse sont confondus car mp >> me.
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via son moment magnétique de spin avec le champ magnétique ressenti B_;{/
W' = —Mg, - B (6.15)
- E, 7 avr)y 7
Fp — _ =P o _ 6.16
o 4ER dr r dr % r ( )
. 1 1dV(r)pAT 1 1dV(r)(-L)
= Bp=—- = —- 6.17
B gr dr me qc2r dr  me (6.17)
1 1dV(r)- %
donw' = = LV E g (6.18)
mir T
Or ici V(r) = —% dans le cas de I’hydrogéne. Ainsi :
e 1 -
W' =—=—=L-S (6.19)
m2c? r3

En fait, il manque un facteur 1/2 par rapport & Hgo fournie qui vient du fait que le mouvement de
I’électron autour du proton n’est pas rectiligne et uniforme®. On peut de méme donner 'ordre de

grandeur du rapport Hgo/Hy. il faut commencer par L ~ S ~ h

e2h? 2
Soit ! m2c?r3 h? h? v meez
—_— ~ ~ ~
0 e? m2c?r? reao m2c? h?
'
(6.20)

2 2

e 1

e W=~ ——=a=(-— soit encore la constante de structure fine
h2c? <137)

On peut expliquer I'appellation pour « de constante de structure fine par le fait qu’elle

I’ordre de grandeurs des rapport avec Hy des trois termes de structure fine.

Application au niveau n=2 de H

Si on s’intéresse au niveau n=2 de H, on peut montrer que sur les états 2s, on a en

perturbation au premier ordre :

1
(25| Heinetique |28) = —ﬁmec%/l (6.21)
1
(28| Hparwin |28) = Emeczoc4 (6.22)
(6.23)

(2s| Hso |2s) =0

6. Ce que 'on a considéré lors du calcul de B;/.
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On a donc un déplacement en énergie du niveau 2s. De la méme fagon, on pour les états 2p :

7
<2p’ Hcinetique |2p> = —@mec%/l
<2p| Hparwin |2p> =0
1 .
<2p‘ Hso |2p> = —ZSWeC2a4 pour j = 1/2
1 .
(2p| Hso |2p) = %m6620¢4 pour j = 3/2

Pour le niveau 2p, on a donc un déplacement en énergie et une levée de dégénérescence.

Si 'on regarde ’ensemble des niveaux n=2 de H, on obtient alors la figure 6.1.

2512 2Py

FIGURE 6.1 — Structure fine du niveau n=2 de I'atome d’hydrogéne

On voit 'apparition d’une dégénérescence accidentelle pour les niveaux 2sy /5 et 2py /5.

6.2.3 Effet Lamb

Cet effet a été découvert par Willis Lamb, prix Nobel de physique 1955 pour “pour ses
découvertes concernant la structure fine du spectre de ’hydrogéne” et permet d’expliquer que les
niveaux 2s; /5 et 2p; /5 de 'hydrogéne n’ont en fait pas exactement la méme énergie. Ceci n’est pas
prédit par I’équation de Dirac (ce dédoublement est inexplicable en théorie quantique de 1’électron

seul.)
281 (1=0)
bt 2
4372x10 eV
f 2py (I=1)

2

Ce clivage entre les niveaux 2sy/p et 2p; /5 est associé au couplage entre les fluctuations

quantiques du vide et 1’électron. L’ordre de grandeur donné est de 1076 V.
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En effet, le vide quantique posséde une énergie moyenne nulle mais qui fluctue (les fluc-
tuations sont dites virtuelles car elles ne sont pas observables directement). Ces fluctuations inter-
agissent avec I’électron de I'hydrogéne et modifient les niveaux énergétiques, c’est le déplacement
de Lamb. Une compréhension quantitative nécessite d’introduire I’électrodynamique quantique, ce
qui ne sera pas fait ici.

6.2.4 Structure hyperfine de ’atome d’hydrogéne

Présentation

La structure hyperfine provient du fait que le noyau posséde un spin 1/2 (un proton) et
donc un moment magnétique de spin associé, qui interagit avec celui de ’électron. On peut écrire
ces moments magnétiques de spin :

— — —

Ms,e = fVeSe =1

Me

[

—

My = ’ng;; =+

1!

hS]

9
mp

Si l'on s’intéresse au niveau fondamental (n = 1 et [ = 0) de 'atome d’hydrogéne, on
montre avec la méthode des perturbations au premier ordre que :

A- o
thperfine = ﬁse : Sp (628)

ot A=1x279x M xa?x B =587.1070 eV
P
S? étant de I'ordre de 7%, A est donc l'ordre de grandeur de décalage en énergie de structure

hyperfine.

Intérét et historique

L’hydrogéne est I’élément le plus abondant dans 'univers et sa raie observée pour A = 21
cm est fortement et principalement utilisé en cosmologie.

Sa découverte remonte & 1951, grace a Harold Ewen 7 et Edard Purcell ®. Elle a en premier
lieu permis I’étude de gaz dans la voie lactée et la fameuse structure spiralaire dont on voit beaucoup
d’images. Grace a la raie on peut également étudier les interactions existant entre différentes galaxies.

7. Harold Ewen (1922-2015) : Radioastronome américain connue pour la détection de la raie & 21 cm de
I'hydrogeéne.

8. Edward Mills Purcell (1912-1997) : Physicien américain qui obtient le prix nobel de physique pour ses
travaux sur la résonance magnétique nucléaire.
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Pour I'anecdote, sur des plaques résumant 'humanité (ayant pour but d’initier un contact
avec une civilisation extra-terrestre) installées sur les sondes Pioneer 10 et 11 envoyées dans ’espace
dans les années 70, on peut y trouver une échelle de longueur qui n’est rien d’autre que la transition
a 21 cm de ’hydrogéne. D’ailleurs, pour ’anecdote, la femme et ’homme représentés sur ces plaques
sont de taille multiple & cette méme raie.

6.3 Effets d’une perturbation extérieure

6.3.1 Effet Zeeman

L’effet Zeeman est I’ 1nteract10n qui se produit lorsque 'on plonge une partlcule possédant
un moment magnétique de spin M s,particule NON NUl dans un champ magnétique B. Cette interaction
est :

HZeeman = _Ms,particule : E (629)

Elle produit un clivage de chaque niveau d’énergie. En effet, pour un niveau d’énergie F,, donné, la
dégénérescence essentielle (21 + 1) est levée car le moment magnatiéque de spin dépend du nombre

quantique m; et chaque sous-niveau est désormais séparé de |AE = —upB| ol up = —2;1;3 =
e

—9,27.10724 J.T~! s’appelle le magnéton de Bohr.

Pour un champ B égal 4 1 T, AE ~ 6.107% eV.

6.3.2 Effet Stark

Cet effet est un peu ’analogue de 'effet Zeeman mais cette fois c’est 'interaction entre un
champ électrique E et un moment dipolaire d :

HStark = _CZ" E (630)

Le décalage en énergie est fortement dépendant du niveau considéré et la description littérale de cet
effet plus complexe que l'effet Zeeman.

Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre une méthode qui permet dans le cas ot le systéme n’est
pas soluble analytiquement, de donner de bonnes estimations des niveaux d’énergie.

Nous avons également vu les principales causes du clivage des niveaux d’énergie pour
I'atome d’hydrogéne. Les interactions dont nous avons discuté intervenant bien évidemment dans
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le cas de systémes plus complexes. Pour finir, les effets Zeeman et Stark ont été introduits, en tant
que perturbation extérieure.

Nous possédons désormais les outils et bases pour traiter des systémes plus complexes;
polyélectroniques.
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Chapitre 7

Systémes polyélectroniques

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié le systéme qu’est ’atome d’hydrogéne et
introduit la méthode des perturbations. Nous allons dans ce chapitre passer au systémes polyélec-
troniques et introduire les approximations nécessaires. Les déterminants de Slater seront introduits
pour les fermions & partir de 'opérateur permutation, permettant d’expliquer la séparation des
particules en deux grandes catégories ; & savoir justement, les bosons et fermions. Nous terminerons
ce chapitre avec les régles permettant de construire la configuration électronique des éléments.

7.1 Hamiltonien d’un systéme et approximation de champ central

7.1.1 Présentation et perturbation

Le cas de 'atome d’hydrogéne étudié dans le chapitre 5 est un cas analytiquement soluble
et dés que 'on introduit d’autres électrons, des interactions inter-électroniques apparaissent dans
I’Hamiltonien, une résolution analytique n’est alors plus possible. D’autre part, numériquement, la
taille du systéme est vite trop importante et 'on est contraint de faire des approximations.

On donne "'Hamiltonien dans le cas de Z électrons :

p? 7 7 x ¢ e?
H = :_ — R 7.1
2 om, 2t (71

i<j |7 — 75l

1. On omet a nouveau le symbole A des opérateurs. De plus,on considére encore que la masse réduite vaut
= Me.
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ou 7; est le vecteur position d’un électron par rapport au centre de masse ot 'on fait I’hypothése
que réside toute la charge positive.

La premiére idée qui vient a l’esprit serait de considérer le terme 3 comme une

e
. L o . I omel
perturbation de ’'Hamiltonien Hy qui serait la somme des Hamiltoniens monoélectroniques tels que :

Z Z /2 Zxe
Hy = h; = e 7.2
=2 §<2m ) (72)

Pour vérifier si c’est possible, nous pouvons évaluer ’ordre de grandeur du rapport entre la "poten-
tielle perturbation" et un des terme de I’Hamiltonien monoélectronique :

62
Zi<j HFZ_TJ_'H Z];ﬁl Zl 1 2 HTz—T H Z];ﬁz Zz 1 %g (Z — 1)%2 1

EZ Zxe2 EZ Z xe? EZ Z xe? 72 ~ 5 pour Z >>1

=17 =17 =1

Donc le terme ). est trop grand pour pouvoir étre traité en perturbation. Il est nécessaire

2
T 7=y
d’effectuer une autre approxunation.

7.1.2 Approximation du champ central
Potentiel Vs

Dans I’'Hamiltonien, on introduit un potentiel moyen V,f¢(7;) & symétrie sphérique et qui
s’applique a chaque électron :

"3 (e

Z
eff Tz> - ; =D Vepslra) + Y ———= (7.3)

i=1 i=1 1<j ||T1 TJH

Z 9 Z
P
H= Z (2m ""/Eff(ri)) + W= Zhi,eff+W = Ho,eff+W (7.4)
i=1 ¢ i=1

De plus, si le potentiel V.t est bien choisi, le terme W se comporte comme une perturbation vis a
vis de H of-

Comportement aux limites

Le potentiel choisi doit étre physiquement acceptable. Ainsi on imagine qu'un électron
proche du noyau ressent la charge de tous les Z protons mais pas sans étre influencé par celle des
autres électrons plus externes s’il est assez proche. De méme si ce dernier est trés éloigné par rapport
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FIGURE 7.1 — Tracés d'un potentiel V, ;s avec les comportements asymptotiques qu’il doit suivre.
Image provenant de [3].

au noyau, il ne ressent plus que 'effet d’'un proton car les autres (Z — 1) électrons, plus proches
"écrantent" les charges de Z — 1 protons. Une allure potentielle de V,; est données sur la figure
7.1.

Ze?
r

r—0: alors Vopr — —

Pour résumer :
e
T

r — oo : alors Vepr — —

7.1.3 Approximation orbitalaire

Sans tenir compte du principe d’exclusion de Pauli?, on peut écrire la fonction d’onde
totale comme un produit d’orbitales atomiques mononélectroniques, c’est ce que 'on nomme ap-
proximation orbitalaire. Ainsi dans le cas d’un systéme de Z particules identiques :

Ctot (11,72, s T7) = p1(11) X ©2(r3) X ... X pz(r7) (7.5)

—

Par exemple si I'on applique I'Hamiltonien effectif précédent H, o & @10t (11,72, ..., 7Z), on
obtient :

Z Z
Hy ofotot (11,72, ..., 7%) = (Z hi’eff> Ptot (11,72, ..., 77) = (Z Qeﬂf) Ptot (11,73, ..., 72)  (7.6)

i=1 i=1

2. Wolfgang Pauli (1900-1958) : Physicien autrichien, connu pour le principe éponyme qui lui vaut le prix
Nobel de physique en 1945.
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N 2 92 . RN P =\ - = . .
ol €, off représente I'énergie du i-éme électron, tel que h; ogpi(77) = €, offpi(i). Ecrire une fonction
d’onde totale sous cette forme semble donc justifié, en premiére approximation, I’énergie du systéme
total étant alors une somme des énergies de chaque électron.

7.1.4 Exemple de potentiel et régle de Slater

Le comportement aux limites que doit suivre le potentiel donne I'idée a Slater 3 d’introduire
une charge effective, réduite, selon "I’écrantage" subit par un électron d’une sous-couche donnée,
de la part des autres électrons sur la méme sous-couche ou sur une des sous-couches inférieures en
énergie. En effet, il considére que les électrons "plus extérieurs" ne comptent pas et n’introduisent
pas d’écrantage. Z devient Z* = Z — o ou o est la "constante d’écran".

Z*2xE . . - s , .
Eni = —""2 T I’énergie du iéme électron sur le niveau n,

On obtient :
b= Zm €n, l'énergie électronique totale.

La constante d’écran est donnée dans le tableau 7.1.4 :
TABLE 7.1 — Constante d’écran pour la régle de Slater.

électroni/j | 1s | 2s2p | 3s3p | 3d | 4sdp | 4d
1s 0,30

252p 0,85 | 0,35

3s3p 1 ]0,85]0,35

3d 1 1 1 ]0,35

4sdp 1 1 |0,85|0,85]0,35

4d 1 1 1 1 1 |0,35

On s’apergoit rapidement que la régle de Slater ne différencie pas les cas [ = 0 (électrons ’s’)
et [ =1 (électrons 'p’) car la constante d’écran donnée est la méme. Ceci pose probléme car en 1936,
Madelung* (précurseur de Klechkowski®) postule un modéle empirique qui classe les énergies des
niveaux suivant les valeurs de (n+1) croissantes (tel que nous le savons aujourd’hui), en conséquence
la constante d’écran ne variant pas toujours suivant [ ; la régle de Slater ne donne alors qu’un ordre
de grandeur mais le potentiel tel qu’il est construit ne traduit pas la réalité concernant les niveaux
d’énergie.

3. John C. Slater (1900-1976) Physicien américain connu pour ses contributions & propos de la structure
électronique en mécanique quantique.

4. Erwin Madelung (1881-1972) : Physicien allemand spécialisé en physique atomique et mécanique quan-
tique.

5. Vsevolod Kletchkovski (1900-1972) : Physicien de nationalité soviétique connu pour la régle de
Klechkowski-Madelung et pour ses travaux sur les radioisotopes.
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Cependant, le modéle s’applique bien aux calculs d’énergie d’ionisation I. On peut donner
I’exemple du carbone :

C : (1s?)(25%2p?)

Ct o (1s%)(25%2p")

Ainsi : E(CT) = 2e™(1s) + 31 (252p)
E(C) = 2e(1s) + 4¢(2s2p)
ici et (1s) = &(1s) car les nombre d’électrons est le méme dans la sous-couche (1s) et comme

postulé les électrons d’une sous-couche plus externe n’ont pas d’effet sur la constante d’écran d’un
électron 1s. Le probléme se résume & :

E(C1) — E(C) = 3e(252p) — 4¢(252p)

E E
£(2s2p) = _ZI x (Z=6—(3%x0,35+2x0,85))% = _TI % (3,25)>

Er

et (252p) = — X (Z2=6-(2x0,35+2x0, 85))% = — == x (3,6)?

= Ige=E(CT) = E(C) =0,8425 x E; = 0,8425 x 13,6 = 11,5 eV

Expérimentalement I,,.s = 11,26 eV. On en conclut un bon accord avec ’expérience dans
le cas du carbone malgré la faiblesse du modéle.

7.2 Etats propres d’un systéme polyélectronique

On s’intéresse ici & la recherche d’une fonction d’onde qui permet de décrire un systéme de
particules identiques indépendantes (ici des électrons). Cette fonction doit tenir compte a la fois de
la position et du spin de chaque particule.

Dans le cas d’une seule particule, nous commencerons par introduire la «spin-orbitale» qui
est la fonction d’onde tenant compte de la position et du spin.

Ensuite, dans le cas de plusieurs particules, nous introduirons ’opérateur permutation qui
permet de distinguer les deux types de particules que l'on peut retrouver en pratique, grace a leur
propriétés de symétries et qui sont les bosons et les fermions.
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Dans le cas d’un systéme de fermions dont on peut négliger les interactions entre eux, nous
donnerons ’expression de la fonction d’onde totale, qui est le déterminant de Slater.

7.2.1 Spin-orbitale

Tout d’abord, dans le cas mononélectronique, on a vu que l'on pouvait écrire la fonction
d’onde W,, ; ,, avec trois nombres quantiques (n : nombre quantique principal, [ : nombre quantique
secondaire ou azimutal, m; : nombre quantique magnétique).

Lorsque 'on veut prendre en compte I'effet du spin dans la fonction d’onde globale que ’on
appelle désormais "spin-orbitale", il faut introduire le nombre quantique de spin mg puis séparer la
fonction d’onde en un produit, de la fonction d’onde orbitale ¥,,; ,,, et de celle de spin o,,,. Ce qui
donne pour une particule i :

Prtamims (1) = Wt (1) X om, (7) (7.7)

On s’intéresse désormais au cas polyélectronique, en essayant de trouver une fonction d’onde totale
pouvant décrire le systéme.

7.2.2 Opérateur permutation et postulat de symétrisation
Opérateur

L’outil dont nous avons besoin afin de déterminer quelles conditions doit respecter la fonc-
tion d’onde totale & plusieurs particules se nomme opérateur permutation P (ou d’échange) que
l’on peut introduire par son action sur I’état |1 : a,2 : b) correspondant a un systéme a deux parti-
cules identiques, respectivement dans un état a et b qui dépendent ici de (n,l,m;,ms) et qui donc
tiennent compte de la dépendance a la fois spatiale mais aussi de spin. L’état |1 : a,2 : b) s’écrit en
réalité :

1:a,2:b)=|1:a)®|2:0D) (7.8)

ot |1:a) et |2:b) appartiennent tous les deux a deux espaces de Hilbert différents; e()
(resp. €®) ). L’opérateur permutation donne :

Pio|l:a,2:b)=2:a,1:b) =11:0,2:a) (7.9)

A
Propriétés de P

Py = PIT2 I’opérateur est hermitien.
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Si on inclut la fonction d’onde de spin dans la fonction d’onde totale, P12 permute en méme
temps les parties orbitales et spinorielle de la fonction d’onde. Autrement dit, Pio = P @ P5™".

Les partiles étant identiques, |1:a,2:b) et Pia|l:a,2:b) doivent représenter le méme
état physique, c’est & dire au plus ne différer que d’un facteur de phase :

Pipll:a,2:b) =¢e|1:a,2:0b) (7.10)

Or PL11:a,2:b) =e?*|1:a,2:b) =|1:0a,2:b) (7.11)
= =1 = % =+1 (7.12)
Soit | Pra[1:a,2:b) = +1[1:0a,2:b)| (7.13)

On peut en conclure que pour étre un état propre d’un systéme de deux particules, un vecteur
d’état doit symétrique ou antisymétrique par permutation.

Ce que nous venons de montrer ici est général méme si nous avons utilisé deux particules
dans ce cas particulier.

Postulat de symétrisation

Le contexte précédent pousse naturellement & séparer les deux types de vecteur d’état a
plusieurs particules identiques, via un postulat fondamental qu’est le postulat de symétrisation.

Postulat de symétrisation :

Pour un systéme de particules identiques, on appelle :

— fermions : les particules dont le vecteur d’état total est antisymétrique par applica-
tion de 'opérateur permutation,

— bosons : les particules dont le vecteur d’état total est symétrique par application de
I’opérateur permutation.

Dans la suite, on s’intéresse a des fermions, I’approximation orbitalaire vu précédemment
qui permettait d’écrire la fonction d’onde totale comme un simple produit de fonctions monoélec-
troniques n’est donc plus suffisante, car elle ne tient pas compte du postulat précédent. Il faut
trouver des états propres adaptés, antisymétriques par permutation dans le cas d’électrons qui nous
intéresse.

Il faut noter que le postulat concerne les spin-orbitales ; c’est & dire le produit des fonctions
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d’ondes orbitales par celles de spins. Dans le cas des fermions, si par exemple la fonction d’onde
orbitale est symétrique vis & vis de 1’échange de deux fermions alors nécessairement la fonction
d’onde de spin sera antisymétrique. La réciproque est vraie également.

7.2.3 Cas des fermions - déterminant de Slater

Pour respecter le postulat de symétrisation dans le cas de fermions, on peut utiliser ce que
I’on nomme déterminant de Slater Wy, que 'on peut écrire dans le cas de N fermions identiques :

e1(1) en(1)

=
2
I
=
I
@)

¢1(N) ¢n(N)

Dans ;(7) i représente I'ensemble des quatres nombre quantiques pour la particule j. Le
facteur 1/N! permet la normalisation.

L’intérét de 'utilisation d’un déterminant est que lorsque deux particules sont dans le méme
état quantique ¢ alors deux colonnes différentes deviennent identique et le déterminant s’annule, c’est
a dire que la fonction d’onde est nulle. On retrouve le principe de Pauli qui stipule que deux fermions
doivent étre dans deux états quantiques différents.

7.3 Vers la classification périodique

7.3.1 Principe d’exclusion de Pauli (électrons)

Le principe de Pauli (mis en ceuvre dans la forme des déterminants de Slater) stipule comme
on vient de le dire que deux électrons différents ne peuvent étre dans un méme état quantique.
Lorsque 'on cherche & établir une configuration électronique, cela veut dire qu’au moins un de leurs
quatre nombres quantiques (n, [, m; ou myg) doit étre différent.

7.3.2 Reégle de Klechkowski-Madelung

Comme signalé plus tot, c’est de 1936 que date le premier modeéle empirique de Made-
lung qui stipule des sous-couches électronique suivant les valeur de n + [ croissantes, pour 1'état
fondamental.
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1s
25 [%

Bﬂ?p 3d
4s | 4p | 4d | 4f
5s | 5p | 5d | 5f 5g
6s | 6p | 6d 6f 69 6h
7s | 7p 7d 7f£ 7g 7h

N

FIGURE 7.2 — Illustration de la régle de Klechkowski-Madelung. Image provenant de [4].

Il faut attendre 1962, pour que Klechkowski donne une justification théorique pour cette
méthode de classification en valeurs de n + [ croissantes. Abusivement on appelle en France cette
régle, régle de Klechkowski mais dans la plupart du monde celle-ci s’étend a régle de Klechkowski-
Madelung.

7.3.3 Reégles de Hund

Ici nous nous contentons de donner sans justifier les régles de Hund ©.

Les deux premiéres régles

Rien ne nous précise encore comment classer les électrons en fonction des différentes valeurs
my (& n et [ fixés) au sein d’une sous-couche. La réponse partielle est émise par Hund qui stipule
que :

Le niveau d’énergie minimal d’une configuration (donc le plus probable) posséde la plus grande
valeur de S (moment cinétique de spin total) possible (régle 1 de spin maximal) et ensuite pour
cette valeur, la plus grande valeur de L possible (régle 2 de moment cinétique orbital maximal).

La troisiéme régle

Si on note J = L + S le moment cinétique total dont le nombre quantique le décrivant est
Jtot, Jtot S'écrit

{ Jtot = |ltot — Stot| si la sous-couche est a demi-remplie,

itot = |lior + S si la sous-couche est plus qu’a demi-remplie.
tot tot tot

6. Friedrich Hund (1896-1997) : physicien allemand célébre pour la régle qui porte son nom et sa découverte
de Deffet tunnel.
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Le cas ot la couche est a demi-remplie est trivial car dans ce cas siot = 0 et jror = ltot-

Conclusion

Nous avons dans ce chapitre ouvert la voie aux systémes polyélectronique, par I'introduction
de ’approximation de champ central. Ensuite, grace a 1'opérateur permutation, nous avons pu
distinguer fermions et bosons, dont les fonctions d’ondes totales doivent étre antisymétriques (resp.
symétriques) vis-a-vis de I'opérateur permutation. Les formes adaptées de vecteurs propres pour les
fermions sont les déterminants de Slater. Le choix a été fait de revenir ensuite sur les principes et
régles utilisées pour établir une configuration électronique d’un atome dans son état fondamental.
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Chapitre 8

Particule chargée dans un champ
électromagnétique

Les mécanismes régissant la dynamique classique d’une charge dans un champ électroma-
gnétique sont bien connus. En présence d’un champ électrique, la charge subit une accélération
(principe des accélérateurs de particules, des oscilloscopes...). En présence d'un champ magnétique,
une charge décrit un mouvement périodique autour du vecteur-champ : c’est I'effet cyclotron.

Dans un cadre quantique, que devient la dynamique d’un électron plongé dans un champ ?
Comment introduit-on l'interaction électromagnétique dans 1’équation de Schrédinger 7

8.1 Rappels d’électrodynamique classique

e [’¢lectrodynamique classique due a Maxwell, Heaviside et Lorentz synthétise ’ensemble des phé-
noménes électriques, magnétiques et lumineux. Elle se résume aux 5 équations de Maxwell-Lorentz
(écrites ici dans le vide) :

vE-"~ (8.1)
€0
1 OE
B = —_— 2
V x pol + 55, (8.2)
V.B= (8.3)
0B
E=—— A4
V x 5 (8.4)
F; =q(E+1x B) (8.5)
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A partir des équations de Maxwell, on peut établir que les champs E et B dérivent de
potentiels :

0A
E-—-_vv-22 .
v ot (8.6)

B=VxA (8.7)

Ces définitions des champs font apparaitre une symétrie interne d’une trés grande impor-
tance. En effet, considérons la transformation suivante, appelée transformation de jauge de seconde
espéce :

iy _9f
V=V - (8.8)
Al=A+Vf (8.9)

ou f(t,r) est une fonction arbitraire mais suffisamment réguliére appelée fonction de jauge. En
remplacant dans (8.7), on trouve que :

B=Vx A=Vx(A+Vf)=Vx A=B (8.10)

De méme, pour (8.6), on trouve en utilisant le théoréme de Schwarz (commutativité des dérivées
partielles) que

OA’ 0 0
0A
= -VV-—-=E (8.11)

La théorie de Maxwell est donc complétement invariante sous les transformations (8.8)-(8.9). A
I’aide du second théoréme de Noether, on peut montrer que cette symétrie locale a pour conséquence
I’équation de conservation de la charge électrique.

e Bien que la force de Lorentz de dérive pas d’un potentiel, il est néanmoins possible de déduire les
équations décrivant la dynamique d’une charge d’un Lagrangien (Schwarzschild, 1903)

1. .
Lypart = §mr2 +qgr.A — qV (8.12)

Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent alors

d 8Lpart aLpow"t
el — 8.13
dt ( or or ( )
L’impulsion généralisée de la particule est définie par :
oL
P = 5?*:nm+qA:p+pml (8.14)
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L’impulsion est la somme de la quantité de mouvement mécanique (terme habituel) et d’une quantité

de mouvement due au champ électromagnétique.
La force généralisée s’écrit quant & elle

_ 8Lpart

F or

=qr x (VXA)+q(t.V)A—qVV
ol on a utilisé I'identité :

V(iA) =i x (V x A)+ A x (V xF)+ (£.V)A + (A.V)i
puis le fait que r(¢) n’est pas une fonction de la position. Puisque par ailleurs

dA  OA

alors on voit que (8.13),(8.14) et (8.15) redonnent
d 0A i .

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

e La théorie quantique repose pour 1’essentiel sur la connaissance de I’Hamiltonien du probléme
étudié. On passe du formalisme lagrangien Ly,(r,T,t) au formalisme hamiltonien a l'aide d’une

transformation de Legendre :
Hpart (I’, Pe, t) = pc-f - Lpart (I’, I"a t)

ou le moment conjugué p. est défini & partir du Lagrangien par :

o aL]oart
- or

D’apres (8.14), on a r = (P — ¢gA) /m et par substitution, on trouve

Pc =P
.1 .
Hport = P.r—§mr —qr.A +qV
= oA - L oA L (P gA) A+ qV
oom a 2m 4 m e q

1 2
= — (P—-gA V
Qm( 9 ) ta

La dynamique de la charge est donnée par les équations d’'Hamilton-Jacobi (1834) :

A aHpart

P _ aHpart

Ope Pe= "¢
En utilisant (8.20) et (8.21), on trouve :
P—g¢A
m
d(P;th) = 8%”5” =qix (VxA)+qt.V)A-qVV

ce qui est compatible avec (8.18).
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Remarques :

1. Le Hamultonien classique dépend explicitement des potentiels et n’est pas invariant de
jauge. C’est une des rares situations ot cet opérateur ne représente pas l’énergie méca-
nique du systéme [5]. En revanche, les équations d’Hamilton-Jacobi sont invariantes de
jauge.

2. Pour tenir compte des interactions d’une ou plusieurs charges (q;)ien avec le champ
électromagnétique, il faut donc faire les substitutions

P—P-gA Hpart — Hpart +qV (825)

C’est la prescription de Fock, dite prescription de couplage minimal, car le couplage
du champ se fait uniquement avec la distribution de charge et pas avec les moments
multipolaires d’ordre supérieur de la distribution de charge.

3. De fagon générale, on peut montrer que les équations d’Hamilton-Jacobi sont équiva-
lentes aux équations d’FEuler-Lagrange. La différence essentielle entre les équations de
Hamilton et celles de Lagrange est la suivante : pour un systéme a N degrés de liberté,
il y a N équations de Lagrange du deuxiéme ordre, mais 2N équations de Hamilton
du premier ordre. Au total, 2N conditions initiales sont nécessaires pour déterminer
la solution de maniére unique, quel que soit le jeu d’équations utilisé. On peut voir la
formulation de Hamilton comme une réexpression des N équations de Lagrange sous la
forme de 2N équations du premier ordre.

8.2 De I’équation de Schrodinger a la théorie de Maxwell

8.2.1 Invariance de phase

e Une conséquence du caractére linéaire du Hamiltonien et de l'interprétation de Born est que la
physique est inchangée si on multiplie un ket d’état par une phase globale constante [¢)) — [¢)') =
€' [1). En effet,

a , 0, O i 0 .
i (67 |0)) = iei®h [0) = ¢ H ) = ihe ) = H ) (5.26)

De méme, la probabilité de présence de la particule est inchangée par cette transformation :

(x| Pdr = (r [¢') (W' ) &°r
= Nrlp)e () dPr = |(r ) Pd’r (8.27)

dP(t,r)

La forme de dP suggére que la probabilité de présence est également inchangée si la phase dépend
de r et de t. Qu’en est-il de I’équation de Schrédinger ?
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Soit une charge libre ¢, on considére la transformation de phase suivante

) = exp (i £(t,1)) ) (8.28)

ou f est une fonction réguliere et le rapport ¢/h a été introduit pour des raisons de commodité
dimensionnelle. L’ensemble des transformations de ce type forme un groupe de Lie = groupe dont
les éléments sont étiquetés par un paramétre continu : le groupe unitaire de degré 1, noté U(1). Il
est constitué de I’ensemble des nombres complexes de module unité. Comme les éléments de U(1)
commutent, le groupe est dit abélien.

Les dérivées se transforment de la fagon suivante :

o . _ (0 qdf
v = e (at in 875) [+) (8.29)
Vig) = e (v+ Vf) ) (8.30)
v. (e*i% [—ihV — gV ] w’) - (V(e*i%) + e V) iRV —qVf]Y (8.31)
— i (fi%Vf + V). [<ihV — V] (8.32)

En multipliant par —¢h, on trouve
12V = e [—ihV — gV 2y (8.33)

En substituant dans I’équation de Schrodinger pour la charge libre, on trouve

Zh* |¢') = QL —ihV —qV f)*[¢') - qg{ v (8.34)

L’équation de Schrédinger pour la particule libre n’est donc pas invariante sous les éléments du
groupe U(1)...

8.2.2 L’électromagnétisme comme théorie de jauge

.. mais néanmoins U (1) laisse inchangée une variante de (8.26). Introduisons dans I’équa-
tion de Schrodinger deux champs a priori généraux, notés X (¢,r) et Y(¢,r), de la fagon suivante :

(o)

L0 -
o |9y = H|g) = ~——

On applique ensuite la transformation de phase locale. D’aprés (8.34)

V) +qX |¢) (8.35)

mf\u;)—f —ihV —q(Y + V£)* [¢') + <X—) 4" (8.36)
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Cette équation a la méme forme que (9.4) si les champs "généraux" se transforment de la
fagon suivante :

Y =Y+Vf (8.37)
r_x_9f
X'=X-= (8.38)

Quelle est la signification physique de ces nouveaux champs? Ils obéissent aux transfor-
mations (8.8)-(8.9). Puisque f(t,r) est une fonction arbitraire, il n’est pas possible que X et Y
représentent directement des champs physiques : ces derniers doivent au contraire étre indépen-
dants de la fonction de jauge f.

Prenons le rotationnel de Y :
VxY =Vx(Y+Vf)=VxY (8.39)

On a donc un nouveau champ, V x Y, qui est indépendant de la fonction de jauge : il est donc
éligible au statut de champ physique.

Puisque V.(Vx) = 0, sa divergence est toujours nulle. En comparant avec I’équation de
Maxwell-Thomson, on a donc tous les ingrédients pour conclure que

Y=A VxY=B (8.40)

Pour le champ scalaire X, on peut fabriquer le champ physique

oY
-VX - — 8.41
5 (8.41)
Ce champ est inchangé sous (8.37)-(8.38). De plus, le rotationnel de ce champ vérifie
oY 0 0B
\Y% VX - — | =-Vx(VX)——=(VXY)=—F+ 8.42
x < ot > _X(,_)/ oV *Y) ot (8.42)
Par comparaison avec I’équation de Maxwell-Faraday, on peut conclure que
oY

On a donc retrouvé les équations de Maxwell homogenes a partir de 'invariance U(1) locale. Peut-on
aussi déduire les équations de Maxwell inhomogénes 7

En réalité, il serait inconsistant de chercher & démontrer a partir d’'une équation non-
relativiste (I’équation de Schrodinger) un systéme d’équations relativistes (les équations de Max-
well). Aussi, en toute rigueur, il faudrait raisonner sur I’équation de Dirac :

N )
ih o = (ca.P + Bme ) U (8.44)
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ou U = (¢1,12,13,14) est un objet appelé bispineur, et

(e 8) () 640

On peut néanmoins deviner la forme des 2 équations manquantes grace au théoréme d’Helmholtz :

Théoréme d’Helmholtz : Tout champ vectoriel réel C(r), dérivable, a support borné et
de carré intégrable, peut s’écrire comme la somme d’une partie longitudinale et d’une partie
transverse telles que :

Q
2
=
2
Il

*VV‘FVXF

w ] RS
I =

<

~
=

2
|

Le probléme est bien posé avec la donnée d’une fonction scalaire que 1’on note judicieusement p(¢,r)
et qui correspond & la divergence de E :

p=¢eV.E (8.46)

La constante g9 définit 'unité utilisée pour mesurer la densité volumique V.E. On retrouve ici
I’équation de Maxwell-Gauss. Enfin, si I’on dérive cette relation par rapport au temps, on obtient

op OEY\ ]
2 = V. (soat> =-V.j (8.47)

C’est une équation de conservation dans lequel le second membre contient les courants physiques j
(car invariants de jauge) associés & V.E. Comme V.(Vx) = 0, la forme générale de ces courants
est

OE
j=—c0—+VxZ (8.48)
ot
ou Z est un champ vectoriel. C’est une équation qui fixe le rotationnel de Z. Il existe trois champs
a disposition pour Z : E; A et B. On peut exclure E car V x E a déja été fixé par (8.42) et A dont
le rotationnel est déja défini par (8.40). Il ne reste donc que B :

OE 1

ou o est une constante introduite pour garantir ’homogénéité du terme rotationnel. On a donc
"retrouvé" I’équation de Maxwell-Ampére.
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8.3 Applications

8.3.1 Les niveaux de Landau

Les résultats précédents vont permettre de comprendre comment sont modifiées les énergies
propres d’une charge libre en présence de B constant dirigé selon ’axe z. En raison de la liberté de
jauge, on travaille dans la jauge de Landau pour laquelle :

—yB
A= 0 (8.50)
0
Le Hamiltonien de la charge libre ¢ s’écrit alors
. 1 ~ R ~ .
H=_— ((px +qBij)* + p, +p§) (8.51)

On décompose ensuite ce Hamiltonien en une partie paralléle au champ (axe z) et une partie
orthogonale au champ (plan x,y) :

1 5

H, = —— 8.52

// o’ (8.52)
- 1o, (gB? (., 1

H = —p24y 2L — 8.53
1 omPst o \ Ut pPe (8.53)

Le sous-hamiltonien H/, est celui d’une particule libre en mouvement monodimensionnel selon 'axe
z. Ses valeurs propres sont donc données par :

2
E, = 2%1 (p» réel quelconque) (8.54)
C’est donc un spectre continu.

Pour la partie orthogonale, on peut récrire le sous-hamiltonien d’une fagon intéressante en
posant
Po— o4 L.
y =y q Bpx
lﬁY = f)y
Ce choix est cohérent avec la relation de commutation canonique :

1 -
[, Py ] = [0, Dy] + el [Py Py| = iR
4D ~—~ —
=0

En remplacant dans (8.53) et en faisant apparaitre la pulsation cyclotron w, alors :

H =— = 1 .
L= s+ el (8.55)



Ce Hamiltonien est identique & celui de 'oscillateur harmonique asujetti & un mouvement monodi-
mensionnel & la pulsation w,.. Son spectre est donc donné par

1
E, = hw, <n + 2) avec n=0,1,2... (8.56)
C’est un spectre discret. Au final, les niveaux d’énergie du Hamiltonien total sont donc donnés par :

P2 1
E(n,pz) = ﬁ + hwe (n + 2> (8.57)

L’ensemble de ces niveaux d’énergie déplacés par le champ magnétique est appelé spectre de Landau.
L’existence des niveaux de Landau conduit au remarquable phénoméne de l'effet Hall quantique
(résistance longitudinale nulle et quantification de la résistance transverse), découvert en 1980 par
von Kiltzing, Dorda et Pepper dans des gaz d’électrons bidimensionnels & basse température.

8.3.2 L’effet Aharonov-Bohm**

Découvert en 1959, l'effet Aharonov-Bohm décrit comment ’état quantique d’une parti-
cule chargée est perturbée par un champ magnétique B se trouvant dans une région de l'espace
inaccessible a la particule. Pour comprendre ce phénoméne, on considére un dispositif expérimental
de type fentes d’Young, sur lequel on envoie, non pas un faisceau cohérent de photons, mais un fais-
ceau cohérent d’électrons. Le faisceau initial se sépare en deux, un qui passe par le trou 1 (chemin
I'1) et un autre qui passe le trou 2 (I'z). Ils se recombinent en formant des franges d’interférences
dans le plan de ’écran. On place juste derriére I’écran un solénoide, de facon a obtenir un champ
magnétique B perpendiculaire au plan de propagation des faisceaux d’électron et confiné dans une

zone inaccessible aux électrons!.

On considére la boucle fermée I' passant par le chemin I'; et revenant par I'y. Comme la boucle
entoure le champ magnétique, la circulation du potentiel vecteur A est non-nulle :

/ Adl= B.dS = ¢
r Sr

Donc nécessairement A # 0 sur la boucle, alors que le champ magnétique lui est manifestement
nul. En se placant en coordonnées cylindriques, cette propriété impose de choisir A, dans la zone
externe au tube de flux, sous la forme :

A=_—"e (8.58)

1. On rappelle ce résultat de magnétostatique que le champ B & l'extérieur du solénoide parfait traversé
par un courant alternatif est nul. Ceci n’exclut pas l’existence d’une différence de potentielle non nulle. En effet, si
I’on mesure la tension au bornes d’une spire entourant ce solénoide, on constate expérimentalement qu’elle n’est pas
nulle : c’est effet Maxwell-Lodge.
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electrons

path one path two

observation plane/screen

FIGURE 8.1 — Expérience d’Aharonov-Bohm. A gauche : Schéma de principe. A droire : Mesure de
flux (cylindre de Niobium Permalloy.)

Démonstration : a partir de cette expression, A, = A, = 0, de sorte qu’a l’extérieur du solénoide,
on a dans le plan (e, eq) :

eB=rot A= (rotA) e, = {()040)} e, = {() (@0)} e,=0
b
{

. /A.dl/
JT .I‘2

0 eg. (dre, + rdfeg) = — | do = ®;

mr T Jo

Soit 1 la solution de ’équation de Schrodinger indépendante du temps, en 1’absence de potentiel
(A = 0), alors la solution de I’équation de Schrédinger en présence du potentiel vecteur est donnée
par :

W(r) = exp (Zf‘f / " A.dl) Wo(r) (8.59)

My
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Démonstration :
. M
wo) = g = v {exp (Zf‘; / A.dl) wo(r)}

i i Mo

oM - M
L (Zq / A.dl> quov (/ A.dl) n w)o]
! h o h J My

P M .
L (‘q A.d1> {‘;%A n Vz/)o]

2 b J o,
A . M
— gAY+ Zexp (L[ Adl) Vi
? h My

A i Lq M
= (m —qA)¢Y(r) = ~ exp (ﬁ/ A.dl> Vo

Mo
iq M
= exp / A.dl ) 7y
b,

En appliquant ce résultat a 'L// = exp (%1 AA[{) A.dl) iy, on obtient facilement :

(7t — qA) ¥ (r) = exp (;f / N A.cu) 7 (7o)

Mo

iq M ~2 A 2
=exp | — Adl | 7%y = (7 — qA)" P(r)
h S
L9 iq M . 2
= 1)y = exp ), A.dl) (7w —qA) ¢(r)
D 0

Or comme 1y vérifie l’équation de Schrodinger, alors pour un potentiel V(r) quelconque :

1

%7}27/)0 =(E—-V)p
1 iq MAdl A a2 o
;‘me’{p(n/m | )“Tq Vo) = (E = V)

L. 2
= (7= gAY () = (B~ V)¢
m
ce qui correspond bien a [’équation de Schrodinger avec un potentiel vecteur non-nul.
Si on applique le résultat précédent sur chaque chemin T’y et I'y, alors on obtient deux fonctions

d’ondes 17 et 1y (resp. amplitude de probabilité pour un électron de passer par le trou 1 ou par le
trou 2 en présence du solénoide) données par :

(] (I‘) = €Xxp (% /I‘1 Adl) Yo (trou 1) (I‘)
(0 (I‘) = €xp (% \/1"2 Adl> Yo (trou 2) (I‘)
exp (% /P 2 A.dl) €22y (0w 1) (1)

115



ou comme en interférences lumineuses, A¢ représente le déphasage usuel, responsable de I'appari-
tions de franges d’interférences, lié a la différence de marche des faisceaux. Sur I’écran, 'intensité
I, c’est-a-dire la densité de probabilité de présence de 1’électron en un point r est donnée par :

I(r) = [¢h1(r) + a(r)]* = 21, <1 + cos [Agb(r) + “;‘)D (8.60)

Démonstration :

2

2

= |exp <7 A.dl) Yo (trou 1)(T) + exp (;}l / A.dl) e AP (trou 1)(T)

1+ 2% exp (1(] A.dl— / Adl}) %0 (trou /)(T)}z
v LJry JT
. g [ 2
= {14 e®?exp <J / A.dl) I
h Jr,—r,=r

1+({]‘,A(‘)(7%fb[)

’ P
[(') = 2[(') (1 4 cos (AO + (jl ()))
)

Dans une expérience d’interférométrie d’électrons, I'effet Aharonov-Bohm se manifeste par un dépha-
sage supplémentaire entre le faisceau passant par le premier trou et celui passant par le second : sur
I’écran, on aura donc un déplacement des franges d’interférences. Cet effet a été mesuré expérimen-
talement avec succés par Tonomura en 1982. Du point de vue applicatif, un tel effet est utilisé pour
détecter des champs magnétiques trés faibles notamment dans les semi-conducteurs. Du point de
vue fondamental, I’effet Aharonov-Bohm montre que dans un cadre quantique, le potentiel-vecteur
A a des effets physiques sur les électrons?, en I'absence de champ magnétique : il est reponsable
d’un déphasage de la fonction d’onde de I’électron. Ainsi, A n’apparait pas juste par un artifice de
calcul, mais il posséde bien une réalité physique.

2. 1l existe également un analogue de ’effet Aharonov-Bohm pour des particules neutres, mais possédant
un moment magnétique : l'effet Aharonov-Casher.
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Chapitre 9

Magnétisme atomique

9.1 Approche classique

Au XIX®™€ sigcle, la théorie de Maxwell unifie les phénoménes électriques, magnétiques,
inductifs et lumineux. L’idée dominante est que les milieux aimantés sont sources de champs magné-
tiques de méme nature que les champs magnétiques dus & des courants de charges. Les propriétés
magnétiques de ces milieux sont correctement décrites a 1’échelle macroscopique en faisant I’hypo-
thése que tout élément de volume d’un matériau aimanté posséde une densité volumique de moment
dipolaire magnétique, ou aimantation.

Dés 1821, Ampére avait suggéré que le champ magnétique produit par un milieu aimanté
pouvait avoir pour origine des boucles microscopiques de courant liées a la structure de ce milieu.
L’assimilation de ces courants dits ampériens & des dipdles magnétiques permettaient effectivement
de rendre compte de la plupart des propriétés macroscopiques des milieux aimantés. A mesure que
se sont affinées nos connaissances sur les atomes, les particules élémentaires, et leurs agencements
dans la matiére, ’hypothése d’Ampére a été en grande partie confirmée. Il a été ainsi établi que
le diamagnétisme des milieux provient bien des mouvements des électrons atomiques. La théorie
classique du magnétisme se propose ainsi d’expliquer :

— Le magnétisme permanent = L’électron 1ié en orbite fermée forme une boucle de "cou-
rant ampérien", ce qui génére un moment magnétique microscopique

e

MZIS:;I‘XV:— (9.1)

2m,

A T’échelle macroscopique, ’ensemble des courants ampériens produit une aimantation.

— Le diamagnétisme = En présence d’'un champ magnétique externe, des courants induits
apparaissent dans la spire et s’opposent a la cause qui leur a donné naissance (loi de
Lenz) = Apparition d’'un moment magnétique opposé au champ B = diamagnétisme
de Larmor.
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En 1919, Niels Bohr et indépendamment Hendrika van Leeuwwen, une étudiante de Lo-
rentz, formulent un théoréme établissant 'impossibilité d’expliquer le diamagnétisme de fagon pure-
ment classique. Le théoréme de Bohr—van Leeuwen repose sur un argument de physique statistique :
I’énergie libre d’un systéme soumis a un champ magnétique de potentiel vecteur A est donnée par

N 2
F=—kgTh tr <ekBlT[21n(peA) Qq’]) (9.2)

On peut montrer avec un changement de variable adéquat que l'énergie libre ne dépend pas du
potentiel vecteur : la contribution diamagnétique disparait et il est alors nécessaire de recourir a un
traitement quantique.

9.2 Effet du moment orbital

e Dans un atome alcalin, 1’électron de valence est plongé dans le potentiel électrostatique due aux
autres constituants de I'atome. Ce potentiel est dii aux charges situées a l'intérieur de la sphére
de Gauss (électrons du coeur + protons du noyau). Il peut étre considérée (en premiére approxi-
mation) comme une fonction ne dépendant que de la coordonnée radiale . En ’absence de champ
magnétique, le Hamiltonien s’écrit

52
Hy = P
2me,

—eVi(r) (9.3)

En présence d’'un champ magnétique constant, le Hamiltonien est modifié conformément a la pres-
cription de couplage minimal

(P +6A>2

2me

H= —eV(r) (9.4)

Pour comprendre 'effet du couplage magnétique, on développe le terme carré :
N 2 ~ ~ .
(P + eA) =P2 e (P.A + A.P) +e2A2 (9.5)
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Passons en représentation position et appliquons le second terme & une fonction d’onde . D’aprés
le principe de correspondance

| st

(P.A + A.f’) v = L(V.(AY)+ AV (9.6)

ot

= Z(YV.A+2A.Ve) (9.7)

7
La liberté de jauge permet de choisir V.A = 0, ce qui simplifie 'expression précédente : c’est la

jauge de Coulomb, également utile en électrodynamique quantique (voir Cohen-Tannoudji et al.
Photons et atomes, CNRS éditions).

e Dans la jauge de Coulomb, le potentiel vecteur peut étre écrit sous la forme

_er
2

A

(9.8)

En effet, pour un champ extérieur constant B selon z dans le systéme de coordonnées cylindriques,
on montre facilement que

Bxr Be,x(re,+ze,) Br

A = 5 = 5 =5 e (9.9)
G o (H Oy (0 Oy (D, 0k

- %% (BQ’J> e.=B (9.10)

VA = %%(TAT) + %% - 8(;1‘2 = %% <B;> =0 (9.11)

On a donc pour le Hamiltonien de ’électron de valence sous champ sans les effets de spin :

2

H=Hy+ SAP+ A2 (9.12)
Me Me
On substitue (9.8) dans le Hamitonien :
L e « e?
H=Hy+ T (B x #).P+ S (B x 1)? (9.13)

On utilise la propriété de permutation circulaire du produit mixte dans le deuxiéme terme pour
faire apparaitre le moment cinétique orbital L =1 x P :

2

€ €

LB+

Me 8me

ﬁ:ﬁo+

(B x ) (9.14)

On a donc deux nouveaux termes qui apparaissent en raison de la densité de flux magnétique : un
terme paramagnétique linéaire en B (généralement dominant) et un terme diamagnétique quadra-
tique en B.
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9.2.1 Terme paramagnétique

e Dans (9.14), le moment magnétique orbital se couple directement au champ B :

e - ~
H =—LB=-M.B 9.15
purs = g (9.15)
Ce terme favorise les situations ot M est orienté selon B (énergie propre minimale) : ¢’est donc un
effet paramagnétique. Le contenu physique de ce terme est analogue a ’effet d’un champ magnétique
sur une spire. Lorsqu’un électron décrit une boucle de courant, il crée un moment magnétique

dynamique (car associé & un moment cinétique). L’énergie potentielle £, = —M.B est minimale
lorsque ce moment magnétique est colinéaire & B. Comme [ﬁo,ﬁz} = 0, les états propres du

Hamiltonien sans couplage magnétique sont également états propres du Hamiltonien avec terme
paramagnétique. Les énergies propres sont données par :
R
Ep = ——% 4 hwim, (9.16)
n

avec wy, = |e|B/2m, la fréquence de Larmor et Ry = 1,097.10" m~! est la constante de Rydberg.

e Les niveaux d’énergie F,, sont donc dégénérées 21 + 1 fois : c’est la dégénérescence accidentelle de
Coulomb, qui est une conséquence non triviale de la forme du potentiel coulombien en 1/r. Elle se
démontre & l'aide de la théorie des groupes (représentations du groupe SO(4)). Quel est alors l'effet
du terme paramagnétique ? Considérons un champ B constant porté par z et cherchons I'action du
Hamiltonien sur les kets propres :

N o B -
(Ho + Hyara) |0, 1,m) = En\n,z,m>+2€m L. |n,1,m)
eBh
- (E, N 1
< + 2mem) |n, 1, m) (9.17)

avec —l < m < +[. La dégénérescence est donc levée par le champ magnétique en produisant un
nombre impair de sous-niveaux : c’est l'effet Zeeman observé par Zeeman en 1896 et expliqué par
son maitre Lorentz (les deux regoivent le prix Nobel en 1902).

Comme les écarts entre les sous-niveaux sont constants, on n’observe que 3 raies (au lieu de 9) pour
I’hydrogéne.

9.2.2 Terme diamagnétique

Intéressons-nous maintenant au dernier terme du Hamiltonien magnétique (9.14) et développons le
produit vectoriel

-FI ia B )?
¢ 8Mme (B x1)
e2B? R e2B? 9 .9
= (—ye; + Tey)” = - (2% +9°) (9.18)
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FIGURE 9.1 — Transitions autorisées par les régles de sélection Am = 0, +1 pour ’hydrogéne.

Considérons pour simplifier I’état fondamental. Le moment diamagnétique moyen est défini par

e2

(M) = _a% <131dm> =~ (r’)B (9.19)

Il est donc opposé & B et va contribuer & une levée de dégénérescence supplémentaire : c’est effet
Zeeman diamagnétique. Cette levée de dégénérescence correspond & une correction qui peut se
traiter a ’aide des niveaux d’énergie de 'oscillateur harmonique :

52 52 2 p2
v PatDPy  eB° 5 eB - 2 .
="tV 4 (32 +9°) +o L. - eV (22 + 9°) (9.20)

2me 8me Me
_

osc. harm. 2D

Ordre de grandeur :

Egia eBag _6
= =1,1.107°B 9.21
Epara 4h ( )

Pour des champs modérés, les effets diamagnétiques existent toujours mais sont masqués par les
effets paramagnétiques : on les négligera dans la suite. Il existe toutefois des cas ou la contribution
diamagnétique peut jouer un role important. En dehors de la situation qui peut prévaloir sur les
étoiles & neutrons, ot des champs magnétiques aussi élevés que 10% T peuvent exister, la contribution
diamagnétique peut étre importante lorsque 1’échelle orbitale typique 22 +? devient macroscopique.
Une telle situation se présente pour des électrons libres d’un métal ou dans un synchrotron.
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9.3 Effet du spin

9.3.1 Un mystére : 'effet Zeeman anomal

e En 1897, Preston observe ce qui correspond & une anomalie de I'effet Zeeman pour les raies D du
sodium. La levée de dégénérescence conduit & un nombre pair de raies : c’est l'effet Zeeman anomal.
Dans les années 1920, cet effet semble résister & toutes les tentatives de rafistolage de la théorie

quantique.
D, 7, D
hl| | ,:1‘ A
i

FIGURE 9.2 — Raies D du sodium en présence d’'un champ magnétique faible.

La résolution de cette énigme a lieu avec la découverte du spin de I’électron, dans sa version quasi-
classique par Uhlenbeck et Goudsmit (1925) et surtout dans sa version quantique par Pauli (1927)
et Dirac (1928). L’électron est en effet un fermion de spin s = 1/2. Son moment cinétique total est
donc :

J=L+S (9.22)

On rappelle que
S521s,mg) = h%s(s+1)|s,my) (9.23)
S.|s,ms) = hmgls,mg) (9.24)

Ces relations permettent de définir une nouvelle base (|n,j,m;)) caractérisée par 2 nouveaux
nombres quantiques tels que j =1+ s>0et —j <m; < 7.

e Le moment magnétique total s’écrit :
M = —gj%Bj (9.25)

ou le magnéton de Bohr vaut up = eh/2m, et g; est le facteur de Landé :

3 s(s+1)—1U(+1)
g5 = 3 + 255G + 1) (9.26)

La correction due a l'interaction de ce moment avec le champ magnétique s’écrit donc :

Hy = —M.B = gj%Bj.B (9.27)
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On doit par ailleurs rajouter un terme de couplage spin-orbite (Dirac, 1928) dont on rappelle
I'expression :

H,, = —¢L.S (9.28)

Cette interaction léve la dégénérescence uniquement pour les niveaux de moment cinétique orbital
non-nul

e [’équation aux valeurs propres de ce Hamiltonien est donnée par

upB

Hy, |n, j,mj) = g;
En comparaison du cas sans spin, on a donc un spectre avec une levée de dégénérescence qui est
maintenant :

(n,j,m;| H |n, j,mj) = En + ppBg;m; (9.30)

On a maintenant les éléments pour comprendre qualitativement comment la prise en compte du
spin permet d’expliquer 'effet Zeeman anomal. Lors d’une transition d'un niveau |n, j, m;) vers un

i

. . , . . .
niveau |n, j ,m]>, I’écart entre les niveaux d’énergie est

AE = pupB (gim); — gjm;) (9.31)

Comme g; dépend j, 'écart entre les sous-niveaux n’est plus constant comme dans le cas sans
spin. On peut donc s’attendre - compte tenu de la régle de sélection Am; = 0,+£1 et des valeurs
demi-entiéres de moment cinétique - & un profil spectroscopique différent.

B=0 B=0 m;
— +32
+1/2
-1/2
-2
+1/2
-1/2

”

2 P
P32 —
Spin-orbite ]

] AE=4/31,B
(s=1/2, 1=1, j=3/2) ~

2 .
Pip ——=:
(s=1/2, 1=1, j=1/2)

1 AE=2/3,B

2s+1 |

j

+1/2

,
S —=<T

I AE=211; B
(s=1/2, 1=0, j=1/2) -1/2

FIGURE 9.3 — Transition des raies D1 et D2 du sodium.

Pour des champs faibles, on doit également tenir compte des couplages spin-orbite (Dirac, 1928).
Cette interaction léve la dégénérescence uniquement pour les niveaux de moment cinétique orbital
non-nul (pour le sodium, le niveau p). Elle correspond a un effet relativiste. Les raies D1 et D2 sont
alors clivés en 4 et 6 nouvelles raies (cf Fig. 9.3).
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9.3.2 Applications astrophysiques

Phénoménologie de ’activité solaire La vie d’une étoile dans sa séquence principale (comme
notre soleil) est régie par I’équilibre entre les forces gravitationnelles (compressives) et les forces
de pression (pression du gaz d’électrons, pression des ions, pression de radiation due aux réactions
thermonucléaires du coeur de ’étoile...). Chimiquement, un coeur stellaire est composé pour l'es-
sentiel d’atomes plus lourds que 'hydrogéne (C,N,O...). Ce rayonnement se propage ensuite au sein
de 'étoile aprés des événements d’émission-absorption, jusqu’aux couches externes (photosphére,
chromosphére). En raison des températures extrémes, les élargissements Doppler conduisent & un
spectre d’émission continu de type corps noir mais en surface, les atomes des couches externes
crééent des raies d’absorption dans ce spectre : ce sont les lignes de Fraunhofer, découvertes au
début du XIX®™¢ siécle par William Wollaston puis Joseph von Fraunhofer (voir Fig. ?7).
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Le mécanisme régissant la formation des taches solaires est d’origine magnétohydrodyna-
mique, mais ses détails sont encore mal compris . Aussi, I'’examen attentif de ces taches (dynamique,
structure...) est d’un grand intérét en astrophysique. La spectroscopie de ces taches (obtenue en mas-
quant la lumiére des parties du Soleil qui ne se trouvent pas dans la tache) indique un clivage Zeeman
significatif des raies spectrales, ce qui indique que les taches solaires sont associées & des champs
magnétiques importants.

De plus, on observe que lorsque les taches solaires viennent par paires, I'une a tendance a
avoir une polarité de champ magnétique opposée a celle de 'autre (c’est-a-dire que I'une se comporte
magnétiquement comme le pole nord d’un aimant et I’autre se comporte magnétiquement comme le
pole sud d’un aimant). Au cours d’un cycle de taches solaires donné (environ 11 ans), les principales
taches solaires de I’hémisphére nord du Soleil ont toutes tendance & avoir la méme polarité, tandis
que les taches solaires de I’hémisphére sud ont la polarité opposée. Lors du cycle suivant, la situation
s'inverse et la polarité des taches dominantes de chaque hémisphére est opposée a ce qu’elle était

1. Les cellules de la zone convective (située sous la photosphére) sont en grande partie responsables du
mouvement vertical des gros paquets de gaz et cette activité bouillonnante transporte la chaleur de l'intérieur vers
la surface solaire. Les champs magnétiques exercent des forces sur les particules chargées, et parce que ce matériau
solaire est hautement ionisé (plasma), les champs magnétiques influencent le mouvement convectif.
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au cycle précédent. Des considérations détaillées indiquent que les forces magnétiques trés intenses
entravent la convection de la chaleur vers la surface en rendant plus difficile 'ascension des gaz
chauds. Ainsi, la région des taches solaires ayant de forts champs magnétiques a tendance & étre
plus froide que la région environnante et apparait donc plus sombre que les régions environnantes a
température plus élevée.

Mesures du champ magnétique solaire FEn 1946, Babcock propose une méthode basée sur le
décalage Zeeman pour mesurer les champs magnétiques stellaires. Ilustrons la méthode de Babcock
pour calculer 'ordre de grandeur du champ magnétique solaire. La raie D1 est & Ap; = 589.6nm
(sans champ) et l'analyse spectrale du rayonnement solaire montre un effet Zeeman anomal pour
lequel la différence entre raies extrémes est A\ e = 0.022 nm :

D1 D2
.. .. o
llll.. ”I". -

el -

A\

Afin d’utiliser (9.31), on détermine les facteurs de Landé de chaque niveau :

1 1. 2

Py g(s:i,lzl,jzi):§ (9.32)
1 o1

Sy g,(szi,l:(),jzi):2 (9.33)

Pour D1, la plus grande variation nette d’énergie correspond a la transition de |n = 3,5 = 1/2,m; = 1/2)
vers |n = 3,5 = 1/2,m/; = —1/2>

1 he 4
AEmax(B 75 0) = AE(B = 0) + g,U/BB + ,lLBB = )\7 + gMBB (934)
D1
La plus petite variation nette d’énergie correspond a la transition de |n =3,j =1/2,m; = —1/2)
vers |n = 3,5 = 1/2,m/; = 1/2>

he 4
AEnin(B#0)=— — —upB (9.35)

Ap1 3

La différence d’énergie entre deux photons issus de chacune de ces transitions est donc |AE| =

8/3upB. Or

he he A2 8
E = < = AN = ﬁ'AE| =2Di </~LBB> (9.36)

“he \ 3
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Au final, I'intensité du champ B est donc

B 3heAMnes

~ 0.57 = 1000Brerre 9.37

Pour des objets compacts générant des champs trés intenses (étoiles & neutrons, pulsars, magné-
tars...), le clivage Zeeman redevient uniforme, produisant un nombre impair de raies (effet Paschen-
Back). L’écart entre les sous-niveaux est alors

AFE = (m;+ 2mgs)upB (9.38)

La méthode de Babcock ne permet pas toujours de mesurer les champs magnétiques dans
toutes les régions de 'atmosphére solaire : lorsque I’élargissement Doppler (d’origine thermique) est
trop grand, la résolution n’est plus assez bonne pour permettre de remonter au champ via le clivage
Zeeman. Un critére pratique d’applicabilité est donné par

A
~ A

~ g*BVTA\ (9.39)

Dans la photosphére et dans la chromosphére, T est relativement faible (10* K) et les champs
magnétiques sont souvent forts (> 100 Gauss), donc les mesures Zeeman sont pertinentes. Dans la
couronne, T est élevée (109 K) et les champs magnétiques sont faibles (< 10 Gauss), donc les mesures
Zeeman y sont défavorables, & moins d’observer dans l'infrarouge (grandes longueurs d’onde).
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Chapitre 10

Introduction aux interactions
rayonnement—matiére

Nous nous sommes jusqu’a présent au traitement semi-classique de 'interaction atome-
champ : le champ est traité classiquement tandis que ’atome est quantifié. Nous allons maintenant
procéder & une modification significative de ce modéle, méme si les régles de quantification resteront
cohérentes avec ce qui a déja été vu. Le traitement qui va suivre reproduit celui de la monographie
de mécanique quantique de Dirac The Principles of Quantum Mechanics (1930).

Pour en comprendre l'idée principale, considérons les processus bien connus d’émission
spontanée, d’émission stimulée et d’absorption de photons par des atomes : on comprend assez na-
turellement que la notion de photon requiert un traitement quantique du champ électromagnétique,
ce qui dépasse les modeéles usuels de mécanique quantique basés exclusivement sur la quantification
des degrés de libertés des particules. Il va donc falloir se donner une nouvelle classe de modéles :
la théorie quantique des champs. Dans ce chapitre, nous allons présenter les bases de cette théo-
rie dans le cas du champ électromagnétique en commencgant par mentionner quelques limites de
I’électrodynamique classique.

10.1 Des problémes insurmontables

10.1.1 Nombre de particules variables

e Prenons une premiére situation consistant en un électron au repos placé dans un puit carré de
taille L (U = 0). Son état est décrit par la fonction d’onde v solution de I’équation de Schrodinger :

L

50V _
’ ot 2Mmee

¥ (10.1)
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ol m, est la masse de I’électron. D’aprés les inégalités d’Heisenberg, sa quantité de mouvement (par
exemple selon x) vérifie :

h
Ap, > — 10.2
Pr > 57 (10.2)
et son énergie (cinétique) est donc non nulle :

Ap? R?
FE = = — 10.3
2m.  8m.L? ( )

Cette énergie ne vient pas de nulle part : elle est liée au vide quantique, auquel la particule a "em-
prunté" temporairement la quantité de mouvement Ap,, Ap,, Ap,. Définissons la longueur d’onde
de Compton de I’électron :
h
Ao = (10.4)

MeC

Si la boite est suffisamment petite (i.e. L < \./4), alors > 2mec? : des paires d’électron-positron
peuvent se matérialiser puis se dématérialiser dans la boite = Le nombre d’électrons n’est plus
constant et le probléme n’est donc plus décrit par (10.1). De plus, dans le formalisme habituel
de la mécanique quantique, la normalisation de la fonction d’onde pour une particule (ou pour N
particules) traduit le fait que la particule (ou les particules) est (ou sont) toujours quelque part, ce
qui n’est pas compatible avec le fait qu'une particule puisse apparaitre et disparaitre.

Une seconde situation du méme type est celle des processus d’émission spontanée et d’absorption. Les
états électroniques correspondant aux transitions impliquées dans ces processus sont normalement
des états stationnaires, qui n’évoluent pas dans le temps. Si un électron atomique occupant un
niveau d’énergie atomique était vraiment dans un état stationnaire, il ne pourrait jamais y avoir
d’émission spontanée ou d’absorption. Le seul moyen de sortir de cette impasse est de supposer que
les niveaux d’énergie atomique ne sont plus des états stationnaires une fois que ’on a pris en compte
les interactions entre électrons et photons. De plus, dans le cas de ’émission spontanée, I’état initial
du systéme est un état a un électron et ’état final du systéme est un état avec un électron et un
photon.

La théorie que 'on cherche doit donc répondre & la question : Comment représenter les fonctions
d’onde d’un systéme ot le nombre de particules peut changer ?

10.1.2 Masse de ’électron

Dans les formules précédentes apparait me, la masse de 1’électron. Quelle valeur de m, est prévue
par ’électrodynamique classique 7 Admettons tout d’abord que I’électron est ponctuel. En effet, si
I’électron n’est pas ponctuel, on peut calculer sa vitesse de rotation équatoriale a partir de la valeur
de son moment cinétique propre (Pauli, 1925) :

~ 137c (10.5)

Ve =

1o
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ve > ¢, donc ’électron doit étre ponctuel. L’électron ponctuel génére autour de lui un champ
électrique coulombien. L’énergie de ce champ diverge

e E2 +oo 62
gelec = / 0 dST = / 9. 4 47T7"2d7“ — 400
espace 2 0 32megr

D’aprés la formule d’Einstein, £ = m ¢?, donc I’énergie du champ généré par 'électron contribue a
sa masse ("self-interaction" de la charge avec le champ qu’elle créé). La masse totale de 1’électron
est la somme de deux termes

— la masse inertielle mq de I’électron "nu" (pas observable)

— la masse électromagnétique notée mepy = Eglec/ 2 = 400 dte au champ E qu'il crée

autour de lui

Alors qu’expérimentalement on a m, = mg + Mem = 9,1.1073! kg, 1'électrodynamique classique
prévoit une divergence de la masse de 1’électron. Une description correcte de la physique de 1’électron
requiert donc aussi la quantification du champ électromagnétique.

10.2 Quantification des degrés de liberté du champ libre

La bonne fagon de répondre aux problémes précédents, c’est de travailler dans le cadre de la seconde
quantification.

— Jusqu’ici, on a quantifié les degrés de liberté finis de particules : les variables position et
impulsion ont été promues au statut d’opérateurs. Le champ électromagnétique (nombre
infini de degrés de liberté) a été traité classiquement. Cette procédure constitue la
premiére quantification.

— On va maintenant promouvoir les champs classiques au statut de champs quantiques : a
un point donné est associé une "valeur" du champ qui est maintenant un opérateur. Les
particules vont étre traitées comme des excitations élémentaires de champs quantiques
(électron = quantum de champ électronique). Cette procédure est appelée seconde
quantification et ses résultats principaux ont déja été utilisés en physique statistique
lors de I'étude des systémes de bosons et de fermions.

Le tableau ci-dessous liste quelques équivalences entre premiére et seconde quantification :

Nom Premiére quantification Seconde quantification Connection
Espace des états Espace de Hilbert Espace de Fock
Objet Onde de probabilité Particule (boson) Transformée de Fourier
Variable principale | Coordonnée t, impulsion p | Nombre d’occupation N | Oscillateur harmonique
Commutation (74, Dj] = 90i; [a,at] =1
Paramétre Temps ¢ Température T Rotation de Wick
Distribution Paquet d’onde Bose-Einstein (boson)

Dans la suite, nous allons voir comment la quantification de I'oscillateur harmonique effectuée au
chapitre 4 va nous permettre de traiter le champ électromagnétique comme une assemblée de bosons.
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Indiquons que la seconde quantification s’applique également & des systémes de fermions, modulo
quelques différences par rapport & ce qui va suivre : en particulier, il faut trouver une procédure
permettant de limiter les nombres d’occupation & 2 par case quantique (principe d’exclusion de
Pauli).

10.2.1 Quelques rappels d’analyse de Fourier

e On définit la transformée de Fourier spatiale €(k,t) d’un champ vectoriel E(r,t) par :

F(E) = E(k,t) = (2;)3/2 / d3r B(r, t)e kT (10.6)

La transformée de Fourier inverse est définie par :

1

T (&) =E(r,t) = e

/ d3k E(k,t)er (10.7)

L’espace des fonctions E(r, t) est appelé espace direct et celui des fonctions € (k, t) est appelé espace
réciproque. Afin de compacter les écritures, on indicera les grandeurs de l'espace réciproque par k
(par exemple E(k,t) = Ek(t)) et on omettra parfois d’indiquer la dépendance explicite vis-a-vis du
temps.

e De ces deux définitions, on peut déduire trois résultats qui seront trés utiles par la suite. En
premier lieu, I'identité de Parseval-Plancherel traduit la conservation du produit scalaire (pour des
fonctions de carrés sommables) lorsqu’on passe de ’espace direct a I’espace réciproque :

/ Pr B (v, )F(r, t) = (2;)3/2 / Pk EL(HFu(t) (10.8)

En second lieu, la transformée de Fourier d’un produit de convolution de deux champs vectoriels
E*(r,t) et F*(r,t) est égale au produit des transformées de Fourier de chacun des champs :

FEF) =7 [/ er’ B(r — v/ t)F(r, t)] = Ex(t) Fx(t) (10.9)

De la méme fagon, la transformée de Fourier d’un produit de deux champs vectoriels est égale (&
un facteur prés) au produit de convolution des transformées de Fourier de chacun des champs. Par
ailleurs, la réalité des champs dans ’espace direct entraine la propriété de symétrie suivante dans
I’espace réciproque :

Ex(t) =& (b) (10.10)

Cette propriété se retrouve directement a partir de l'expression (10.6).

e En appliquant la transformée de Fourier (10.6) aux équations de Maxwell sans termes sources, il
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vient :

ikANEx = —%:—Bk (10.11)
ik ABy = C%Sk (10.12)
kB, = 0 (10.13)
k€ = 0 (10.14)

On voit ici que l'utilisation de la transformée de Fourier permet le passage d’un systéme d’équations
non-locales dans 'espace direct (faisant intervenir les dérivées partielles du champ par rapport aux
coordonnées spatiales) a un systéme d’équations strictement locales dans 'espace réciproque (écrites
en un méme point k).

10.2.2 Le champ libre comme oscillateur dans 1’espace réciproque

e Quel est le jeu de variables dynamiques minimal requis pour décrire le champ électromagnétique ?
Le Hamiltonien du champ classique est donné par :

1 B?
H = / (50 E? + > d>r (10.15)
2 o

Les champs E et B dérivent des potentiels :

A
E = -VV-— (10.16)

B = VxA (10.17)
En raison de la liberté de jauge, on choisit de travailler dans la jauge de Coulomb
V.A=0 (10.18)

Effectuons la transformée de Fourier du potentiel vecteur :
Altr) = — [ Ap)erdds (10.19)

Cette quantité vérifie les 4 propriétés suivantes

(A)" = A (10.20)

VA=0 = kA =0 (10.21)
OA 1 : ,

E = W /Ak(t)BZk'rd3k (1022)

VxA = (273)3/2 /z’k x Ay (t)e®Td3k (10.23)

La relation (10.21) nous indique que le potentiel vecteur est purement transverse (i.e. orthogonal a k
dans l'espace réciproque) en jauge de Coulomb. Dans le plan orthogonal & k (plan de polarisation),
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on peut décomposer Ay selon deux vecteurs de base €1 et £5. Comme en optique, cela signifie que
Ay posséde deux degrés de liberté ou états de polarisation.

D’apres (10.16), la seule contribution longitudinale au champ électrique est due a V' : en
effet, dans I’espace réciproque (10.16) s’écrit

Ex=—ikV - A (10.24)

Comme le champ libre est purement transverse, on a nécessairement V' = 0 en jauge de Coulomb
(cf. Eq. 10.21) . Le Hamiltonien s’écrit alors :

1 . A)?
H= / (80 A? ¢ WX)) &r (10.25)
2 Ho
e D’aprés le théoréme de Parseval-Plancherel
1 : k 2
H = / (60|Ak|2 + |ZXA‘") &k (10.26)
2 1o
1 .
— 250/ ( | Ay |? +k202\Ak\2> d*k (10.27)

La densité hamiltonienne est de la méme forme que 1’énergie de 'oscillateur harmonique 3D clas-
sique :
1 oo,k o
H = §m|r| + §|r| (10.28)

On peut alors calquer la méthode de Dirac utilisée pour quantifier les différents degrés de liberté de
loscillateur harmonique :

g /M N X At €0 e DAt
aa:j - %(Wﬁljj - Zx]) — akej - % ( AkEj - ZAkEj)

N [ m A 2 N € n . 2
amj = %(wxj -+ Z:L’j) — akej = \/g (W.Aksj + ’L.Aks]-)
+

L’opérateur a,; :, (resp. de,) est opérateur de création (resp. d’annihilation) d'un "photon de mode
k", c’est-a-dire un photon d’'impulsion p = hk, d’énergie E = hw = hkc et de polarisation €;. Par
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polarisation, on entend ici le nombre quantique magnétique de spin habituellement noté m : le
photon est un boson de spin s = 1, on a a priori mg; = —1,0, —1. Toutefois, comme le photon a
une masse nulle, des arguments de théorie quantique des champs montrent que la valeur mgs = 0
n’est pas autorisée : il ne reste alors que ms; = £; = —1,1. Les photons vérifient les relations de
commutation bosoniques :

e s | = BieBe, e 1 (10.29)

L’opérateur nombre d’occupation Nye, = AI dke; compte le nombre de photons nke; dans le

mode k. Chaque opérateur aI et ake; 1 aglt que sur son mode k et ne modifie que le nombre

d’occupation. Le Hamiltonien du Champ libre s’écrit :

1
H=>" /hw <ak€ e, + 2> &>k (10.30)

7=1,2

e Pour trouver les états propres, on peut utiliser tous les résultats qui ont été établis pour 'oscillateur
harmonique ot on avait identifié les états propres (cas 1D) comme étant les {|n)} tels que

atny=vn+1n+1) aln)=+vnln—-1)

A n) = B+ 3) [n) = heo(n + ) ) (10.31)

Pour le champ libre, les états propres appartiennent a un espace de Fock et possédent la structure
suivante :

[Etat propre) = [ni,e;,) @ - Nkpejn) @ o = [Mkyejr oo Mgy ) (10.32)

Partant de I’état fondamental noté |vac) qui est un état a 0 photon
[vac) = |nk,e;; = 0. ke, = 0,00) (10.33)

on remplit les différents modes avec a™ et on les vide avec @ : le nombre de particules n’est donc pas
constant. L’effet des opérateurs de création et d’annihilation de photon dans le mode k se déduit
de ce qui a été vu pour l'oscillateur harmonique, :

ak161|vac = |nkye; = Loy ikey, = 0,000)
Qe sl

(lk3€3 . Nkje 3 +1 |...,nk3€j3—|—1,...>

) (10.34)
y Mkaejgy - > ( )
dk, e, [vac) = 0 (10.36)
W)= Migegs Lo Migeys — 1, 0) ( )

a/k3€j3 ’7 nk3€j3 5.

Remarques :
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1. La fonction d’onde d’une particule est formellement définie par ’expression (r|i) et
elle suppose donc ’existence d’une base des états propres de la position : l’espace des
configurations, R3, est de dimension finie. Tout le travail de définition rigoureuse du
photon a été fait dans la représentation en nombre d’occupation : en tant qu’état propre
du champ électromagnétique, l’espace de configuration est de dimension infinie. Rien
ne garantit a priori Uexistence d’une fonction d’onde du photon. On pourra consulter
a ce sujet Bialynicki-Birula, 1. (1996). V photon wave function. Progress in optics, 36,
245-294.

10.2.3 Hamiltonien atome-+champ

e A partir des définitions des opérateurs de creation et d’annihilation, on peut reconstruire les
différents champs quantiques. Pour la transformée de Fourier du potentiel vecteur, on obtient

- €0 A A
Axlt) = 22 3 (e, + 0%, ) € (10.38)
j=1,2

On remarquera bien que la dépendance temporelle a été reportée sur les opérateurs champs et non
plus sur les kets d’état, ce qui qui signifie qu’on travaille dans le point de vue d’Heisenberg. En
prenant la transformée de Fourier inverse, on trouve alors :

~ h A i(kr—w A —i(k.r—w 3
A(t,r) = Z /\/E(aksje( 2 +afg5je ( t)) €;d’k

j=1,2
(10.39)
. 0A
E(t, I') = —E
hw ) .
_ ~ i(kr—wt) A+ —i(kor—wt) 73
Zj§2/ V 167m3¢q (aksje Tke; © )e]d k
(10.40)

Une conséquence surprenante de (10.40) est Papparition de fluctuations quantiques du
champ méme en I’absence de photon. En effet, dans I’état vide de photons, on a vu que dxe; |vac) = 0,
ce qui implique <V&C\&I€j = 0. Le nombre moyen de photons dans un mode k est donc bien :

(V&C]Nk5j|vac> = <Vac|dI€j&k5j|vac> =0 (10.41)
Le champ électrique est lui aussi nul en moyenne (idem pour le champ magnétique). Mais pourtant,

sa variance n’est pas nulle : si on prend son carré, il apparait des termes en

fn At At At S
Qxe; ke e O yee, ke ke yee (10.42)

Tous ces termes sauf le dernier ont une valeur moyenne nulle : en effet d’aprés la relation de
commutation
A At _ At ? _
(vaclaxe; aksj\vac) = <Vac|ak€j axe,; + I|vac) =1 (10.43)
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Alors qu’on est dans le vide, les champs fluctuent. Ces fluctuations habillent les objets (atomes,
électrons) de photons virtuels et sont responsables d’un grand nombre d’effets, comme 1’émission
spontanée, le déplacement de Lamb (interaction entre les fluctuations quantiques du vide et 1’électron
de I’hydrogeéne)...

e Au final, on a donc un Hamiltonien pour I'interaction champ-matiére qui s’écrit :

H=3 ( )2 Vet S /mk (ake ke, + ;) &k (10.44)

7j=1,2

avec V. le terme d’interaction électrostatique de Coulomb. Il reste encore énormément de travail
pour obtenir une théorie quantique compléte (renormalisation). Ce travail a été mené dans les années
1970 par Bethe, Feynman, Schwinger, Tomonaga et Dyson. Dans I’approximation dipolaire électrique
(A > toute longueur), on peut utiliser ce modeéle pour calculer les probabilités de transition d’'un
atome a deux niveaux du fait de ses interactions avec le champ. des processus d’émission spontanée,
stimulée et d’absorption. Pour le systéme atome + champ, les états propres du Hamiltonien sont
de la forme

g, vac) e,vac)  {lg,kej)}  {lekej)}  {lg; 2kej)} ... (10.45)

et les énergies correspondantes sont (aprés avoir "6té" le terme de point zéro)
E, E. FE;+hkc E.+ hkc (10.46)

avec By < E,.

10.3 Eléments de physique du LASER

10.3.1 Principe

e La différence essentielle entre les sources classiques et les lasers provient de l'exploitation de
I’émission stimulée. En fait, un laser est ’équivalent optique de l'oscillateur en électronique. Comme
celui-ci il est composé d’un amplificateur, d’un filtre et d’'une boucle de contre-réaction. Pour réaliser
ces deux derniéres opérations, on utilise une cavité de type Fabry-Pérot : la lumiére quittant le milieu
y retourne via les miroirs composant la cavité (contre-réaction) et le filtrage en fréquence est inhérent
a toute cavité de Fabry-Pérot.

Pour modéliser le milieu amplificateur, on considére un systéme isolé constitué d’atomes
a 2 niveaux en équilibre thermodynamique avec un champ électromagnétique. La densité d’énergie
électromagnétique d’un champ thermostaté a T' est donnée par la loi de Planck du corps noir :

1
uy(T) = hv X R (10.47)
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absorption emission spontanee emission stimulée

Niveau du haut
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Photon =
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Niveau du bas  atome g

La densité d’énergie électromagnétique est donc constitué par le produit de 3 termes, & savoir :
I’énergie d’un photon, le nombre de photons par mode (statistique de Bose-Einstein) et la densité
spectrale d’états.

Dans un article fondateur de 1917, Einstein essaie de justifier la loi de Planck sur des bases micro-
scopiques. 11 identifie 3 types de processus élémentaires susceptibles de faire varier la population /V;
d’un niveau F; :
— L’émission spontanée = transition de |i) = |e, vac) vers |f) = {|g,ke;)} (= diminution
de N.). La probabilité de cette transition est notée A et le taux de transition vers |g)
est d’autant plus fort que le niveau |e) est peuplé :

dN,
dt

Le coefficient A correspond au taux de transition entre les états |i) et | f). Pour 'obtenir,
on utilise la régle d’or de Fermi : celle-ci stipule que les taux de transition couplant des
états discrets d’énergie (atome) avec un continuum d’états propres du Hamiltonien
(champ) sont proportionnels au carré de ’élément matriciel hamiltonienne

= — Ay N, (10.48)

T o< [(f|Hint|3)|*6(Ey — E;) (10.49)
Dans 'approximation dipolaire, on trouve
8r2e?y3 R 9
= Zeohd (9, kej|tle, vac)| (10.50)

— L’absorption = transition de {|g,ke;)} vers |e,vac) (= augmentation de N.). La pro-
babilité de cette transition est notée B. Le taux de transition vers |e) est d’autant plus
fort que le niveau |g) est peuplé et que le réservoir de photons a absorber est important :

dN, e?

7 = +B12Ngu, (T) avec B12:W|<e,vac|f']g,k€j>|2 (10.51)

— L’émission stimulée est un processus proposé par Einstein en 1917 pour expliquer le
spectre du corps noir. Elle correspond a une transition de {|e,ke;)} vers |g,2ke;) (=
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diminution de N.) provoqué par un photon incident dont le processus produit une copie.
Cette fois, on s’attend & ce que le taux de transition vers |e) soit d’autant plus fort que
le niveau |g) est peuplé et que le réservoir de photons soit important :

dN,
dt

= —BglNeuy(T) (1052)

La probabilité de cette transition notée Bo est égale & Bio lorsque les niveaux haut et
bas sont non-dégénérés.

Intuitivement, on s’apercoit donc que si la population du niveau haut est supérieure a celle
du niveau bas alors I’émission stimulée devient supérieure a ’absorption et on alors affaire non plus
a un milieu absorbant mais a un milieu amplificateur. Cependant, a I’équilibre thermodynamique
la population des niveaux suit la distribution de Boltzmann :

N, E. - E,
— = —_—— 1 10.
, exp< A ) < (10.53)

avec N = N, + N,. Dans les conditions usuelles le niveau bas est toujours plus peuplé que le niveau
haut. On peut obtenir artificiellement un niveau supérieur plus peuplé que le niveau inférieur, on
parle alors d’inversion de population, en excitant le milieu : c’est le pompage.

Il existe plusieurs maniéres d’exciter un atome : thermiquement, chimiquement ou opti-
quement et ici, nous allons étudier la méthode optique : le pompage optique. Ce dernier consiste a
exciter les atomes avec un rayonnement de fréquence adaptée. Cependant on peut montrer que ce
pompage n’est pas possible en n’utilisant que deux niveaux. En effet, cherchons ’expression de la
variation de N, en régime stationnaire et considérant déja Bio = Boy

dN,
< 7 ) = —Biouy(Ne — Ng) — A21 N =0
t Jtotal

dN,
2( d > = —(2B12uy + A1) (Ne — Ng) — Ag1(Ne + Ng) =0
t ) total

. AN A2y
t = — 0 = N, N,
N 2B1ou, + Aoy < 9= e

On en déduit qu’une inversion de population n’est pas possible. Pour réaliser 'inversion de
population il faut utiliser au moins trois niveaux. On effectue un pompage du niveau 1 au niveau
3. Le niveau 3 a une faible durée de vie alors que le niveau 2 a une grande durée de vie. Ainsi le
niveau 3 se dépeuple rapidement contrairement au niveau 2. Ainsi la population sur le niveau 2 peut
devenir supérieure a celle du niveau 1 puisqu’on dépeuple celui-ci via le pompage. La transition laser
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s’effectue entre le niveau 2 et le niveau 1. Du point de vue du bilan précédent, en posant W = E3—F

dN.
< ) = —Blgu,,(Ne - Ng) — Ao N, + WNg =0 (10.54)
dt / total
dN.
2 < y ) = —2B12uy(Ne — Ny) — A21(Ne — Ng) — Ag1(Ne + Ny) (10.55)
t /total
+ W(Ny —N)+W(Nyg+ N.) =0 (10.56)
dN,
2 ( ) = —(2Biguy + Ao + W)(Ne — Ng) — (A21 — W)(Ne + Ny) =0
dt / total
(10.57)
AN Ay — W
soit ~ - _2312%/2:- i = inversion si : W > Ay (10.58)

Ce pompage sur trois niveaux reste cependant difficile puisque le niveau 1 est par nature trés peuplé
ce qui rend difficile I'inversion de population. On parvient & une inversion plus aisée en utilisant 4
niveaux. Les niveaux 4 et 2 ont une faible durée de vie alors que le niveau 3 a une grande durée de
vie. Ainsi la population du niveau 3 est importante puisqu’il est peuplé via le niveau 4 alors que
celle du niveau 2 est faible puisque sa durée de vie est faible. Le pompage lui méme peut s’effectuer
soit optiquement & 'aide de lampes flash comme dans le premier laser a rubis ou & I’aide d’un autre
laser soit électriquement comme dans les lasers a gaz (décharges élctriques) ou dans les diodes lasers.

10.3.2 Propriétés spectrales

Les propriétés spectrales sont pour leur part essentiellement liées aux caractéristisques de
la cavité Fabry-Pérot et aux caractéristiques spectrales du milieu amplificateur. La transmission
d’une cavité Fabry-Pérot est formée de pics de transmission potentiellement trés fins séparés de dv,
intervalle que I'on appelle intervalle spectral libre (ISL). On peut retrouver aisément la position et
I’écart entre chaque pic en considérant une condition dite d’accord de phase : I’onde doit étre en
phase avec elle-méme aprés un aller-retour dansla cavité. Pour une cavité de longueur L et un milieu
d’indice n, cela s’écrit :

2mnuyy c
2L = 2k =k—ro 10.59
c T 2nL ( )

donc les modes sont espacés de dv = ¢/2nL. On appelle ces pics de transmission les modes longi-
tudinaux de la cavité. Pour un laser de longueur 30 cm, on obtient v = 310%/(20,3) = 500M H z.
Etant donné la largeur Av de la courbe de gain du milieu amplificateur et les pertes de la cavité
(transmission au niveau du miroir & R < 1), seul un nombre fini de modes longitudinaux satisfont a
la condition dite d’oscillation ou de démarrage (Gain G supérieur aux pertes). Le nombre de modes
peut varier de 1 pour un laser dit monomode & plusieurs dizaines de miliers pour un laser ayant une
courbe de gain tres large.

En pratique, les modes ont une certaine largeur parce que la cavité peut accepter un petit
désaccord de phase. La largeur des modes sera d’autant plus faible que les pertes dans la cavité
seront faibles, c’est-a-dire que la lumiére peut faire un grand nombre d’aller-retour dans la cavité.
On retrouve la méme propriété pour une résonnance mécanique ou électronique (circuit RLC par
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exemple) : plus les pertes sont faibles, plus le coefficient de qualité est grand, plus le systéme peut
stocker de I’énergie (exemple : surtension dans un circuit RLC ou intensité lumineuse trés élevée
dans la cavité optique d’un laser), plus la résonance est fine. Pour un laser on obtient un coefficient
de qualité @ tel que e I
7 TV

@= dv  ¢(1—R) (10.60)
soit une largeur de raie de dv = ¢(1— R) /4w L. 1l existe de nombreux autres facteurs d’élargissement
des raies spectrales :

— La largeur de raie naturelle : La durée de vie limitée d’un état électronique induit une
incertitude sur son énergie, c’est en effet une conséquence de la relation d’incertude
d’Heisenberg en énergie :

ExT~h SovxTt~1 (10.61)

Dans ce cas, le profil de la distribution en énergie g; centrée sur hry est de type

Lorentzienne g7, (v) « et ou 20 représente la largeur a4 mi-hauteur.

L)
— La largeur de raie Doppler : Les atomes sont en mouvement (agitation thermique par
exemple) et en conséquence sont sujets a l'effet Doppler. En effet, en mouvement, I’éner-
gie "pergue" du rayonnement est différente suivant le sens et la vitesse de déplacement
d’un atome; ce dernier peut suite & cela transiter griace & ou en émettant un pho-

ton avec une énergie plus élevée ou plus faible mais autour de hry. Le profil est ici
7(51/7&1/0)2

L_ ¢ 202 . Ou o représente ici 'écart-type de la

oV2m

de type gaussien avec gg(v) «
distribution.

— La largeur de raie due aux chocs (milieu gazeux, comme pour les lasers He-Ne) : L’émis-
sion de trains d’ondes par des atomes se fait en réalité a fréquence variable car la fré-
quence initiale d’émission est susceptible d’étre modifiée suite aux chocs entre atomes
en mouvement. Le train d’onde n’est pas sinusoidal, comme on pourrait le croire. g.(v)
doit vérifier f;* ge(v)dv = 1. Pour en tenir compte de g.(v), il faut multiplier la proba-
bilité de transition par g.(v) et intégrer sur RT. Par exemple dans le cas de I’émission
stimulée :

Pemission stimulée = /0 u(v)Ba1 X ge(v)dv (10.62)

On peut simplifier cette expression dans le cas ou le spectre du rayonnement varie peu
autour de wp, soit u(w) varie peu et peut étre considérée comme constante :

oo
Pémission stimulée ~ tvBa21 X /0 ge(v)dv = u, B (10.63)

On retrouve donc dans le cas d’'un spectre large, la probabilité par unité de temps
donnée dans le modéle d’Einstein.

10.3.3 Aspects pratiques et modes de fonctionnement

Il existe différents types de laser, classés en fonction de la nature du milieu amplificateur.
Commengons par les lasers & gaz. Ils sont composé d’un tube renfermant un gaz ou un mélange de
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gaz, tube placé a I'intérieur d’une cavité résonante. En général le pompage s’effectue électriquement
a l'aide de décharges. Les lasers a gaz les plus courants sont

— le laser hélium-néon (He-Ne) pour lequel le milieu amplificateur est un mélange d’hélium (85%)
et de néon (15%) a basse pression (1 & 5 mm de colonne de mercure). Le néon est le gaz émetteur,
I’hélium ne servant qu’a exciter le néon par collisions. Sa longueur d’onde d’émission la plus courante
se situe a 633 nm mais il en existe aussi a4 612 nm (orange), 594 nm (jaune), 534 nm (vert) et 3390
nm (IR). Son rendement est assez faible, de 'ordre de 0,1%, et les puissances vont de 0,5 & 100 mW
en continu. C’est, si I'on excepte les diodes laser, le laser le plus répandu.

— le laser a argon ionisé¢ (Ar+) mis au point en 1964 utilise de I’argon ionisé sous une trés faible
pression (0,2 & 0,5 mmHg) et est pompé par décharge électrique. Il peut émettre sur plusieurs raies
comprises entre 520 nm (vert) et 350 nm (proche UV). Son rendement est de 'ordre de 0,1% et
on peut atteindre des puissances variant de quelques mW a 25 W en continu et peut s’utiliser en
régime impulsionnel. Il est trés utilisé comme laser de pompage pour d’autres lasers comme les lasers
titane-saphir ou les lasers & colorant. Le laser a krypton ionisé ressemble beaucoup au laser & argon
en terme de caractéristiques, le différence principale étant les longueurs d’ondes des raies d’émission
laser.

— le laser & C02 mis au point en 1964 utilise du C02. Il est excité par décharge électrique ou par des
ondes radiofréquences et émét dans l'infrarouge a 9,6 um ou, le plus souvent, & 10,6 um. C’est un
laser permettant d’obtenir de trés fortes puissances en continu (de 20 W a quelques dizaines de kW)
ce qui en fait un laser privilégié pour les applications industrielles (découpage, soudage, pergage...).
Dans la méme famille on peut citer les lasers & HCN, H20 et CO.

— le laser a exciméres (dimeéres excités, ex. He2, Xe2, ArF, KrF, XeF, XeCl) mis au point en 1970.
Il permet de fortes puissances (1 & 100W) dans l'ultraviolet (de 193 nm pour ArF a 350 nm pour
XeCl). I est trés utilisé pour faire de la photoablation.

Une deuxiéme grande famille de lasers est constituée par les lasers “solides” (solid state

lasers). Ces lasers sont composés d’ions dans une matrice transparente. Les principaux lasers a état
solide sont :
— le laser a rubis fut le premier laser, mis au point par Maiman en 1960. Il est composé d’un barreau
de rubis (ions Cr3+ dans un grenat d’aluminium AlsOs3) excité optiquement par des flashs de fortes
puissances. — Le laser solide le plus répandu est le laser Nd-YAG composé d’ions Nd3+ dans un
grenat d’aluminium (Al2O3) et d’yttrium (Y203). 11 permet d’obtenir des puissances élevées en
continu (plusieurs kW) ou en impulsionnel (de 'ordre de 1 GW) avec des impulsions de 1 ps a 10
ns. Ces puissances élevées en font I'autre laser destiné aux applications industrielles. Le rendement
est de l'ordre de 1% pour un pompage par lampe flash et de l'ordre de 50% pour un pompage par
un autre laser. — le laser titane-saphir composé d’ions Ti3+ dans un grenat d’aluminium (Al2O3)
développé en 1986 présente 'avantage d’avoir une courbe de gain trés large ce qui en fait le laser
accordable (de 660 & 1050 nm) par excellence. Il permet aussi d’obtenir des impulsions extrémement
courtes (de l'ordre de quelques fs). — le laser a fibre utilise des ions (ex. Nd3+) dans une fibre optique.
Il est trés utilisé pour les télécommunications par fibre optique (répéteurs par ex.)

Les lasers sont généralement utilisés en mode continu (découpe, télémétrie, lecture DVD...).
Il existe toutefois deux autres modes importants en pratique : le mode déclenché (ou Q-Switch) et
le mode bloqué en phase (locking). Dans un fonctionnement en mode déclenché on empéche le laser
d’émettre en augmentant les pertes dans la cavité de fagon & obtenir une inversion de population trés
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importante. Lorsque l'inversion de population est suffisante on diminue trés rapidement les pertes
(augmentation du facteur de qualité Q de la cavité d’ou le terme anglais : Q-switch) : on obtient
alors une impulsion géante (ex. 1J) trés courte (10 a 100 ns) puisqu’elle dépeuple trés rapidement
le niveau haut. Un dernier mode de fonctionnement est le mode bloqué en phase (locking). Si
tous les photons d’une méme fréquence (donc d’un mode longitudinal) sont en phase (propriété
due a I’émission stimulée) rien ne force des photons de fréquences différentes et donc des modes
longitudinaux différents a I’étre. La synchronisation de modes permet aux différents modes d’étre
en phase. Pour cela on utilise une modulation d’amplitude a la fréquence v, = év = ¢/(2nL). Cette
synchronisation des modes permet notamment d’obtenir des impulsions ultra-courtes (le record
actuel est I'attoseconde 10718s).
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Chapitre 11

Théorie des collisions

Cette partie du polycopié est largement inspirée du livre de Claude Cohen-Tannoudji “Mé-
canique Quantique” Tome II, en particulier du chapitre 8. Plusieurs figures en sont extraites.

11.1 Introduction

De nombreuses expériences en physique, par exemple en physique des hautes énergies,
consistent & diriger un faisceau de particules (noté (1)) sur une cible de particules (notée (2)) et a
étudier les collisions qui en résultent. En pratique on détecte les différentes particules qui composent
létat final du systéme et on mesure leurs caractéristiques (énergie etc..) que I'on compare également
a I'état initial.

Le terme de “collision” est un terme général qui désigne tout phénomeéne ou l’on envoie (1)
sur (2), avec des particules constituant I’état initial et I’état final qui peuvent étre différentes (par
exemple comme lors de la réaction : 14+ 2 — 3 4+ 4 + 5). Par contre, le terme de “diffusion” référe a
une réaction o I'état final est constitué des mémes particules que ’état initial (1+2 — 1+ 2). Un
processus de diffusion peut étre élastique (conservation de 1’énergie cinétique) ou inélastique (non
conservation de I’énergie cinétique).

Détecteur

Faisceau incident

articules (1
P ® particules (2)

Détecteur

FIGURE 11.1 — Schéma d’un processus de diffusion entre particules incidentes (1) et une cible (2)
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On se limitera ici a 'étude de la diffusion élastique des particules incidentes (1) par les
particules (2), comme montré par la figure 11.1, et on utilisera un certain nombre d’hypothéses
simplificatrices :

Les particules (1) et (2) sont sans spin.

Il n’y a pas de diffusion multiple.

On néglige la cohérence entre les ondes diffusées par les différentes particules constituant

la cible : le flux de N particules est N fois celui d’une particule.

Les interactions entre (1) et (2) peuvent étre décrites par une énergie potentielle V(7 —

73) = V(). On se rameéne alors au probléme (en utilisant le référentiel du centre de
1 1

masse) de 2 particules de masse p avec W= m + miz et M = mq + mo.

Faisceau incident

—— > Zone d’action

> du potentiel

FIGURE 11.2 — Diffusion d’un faisceau de particules (1) sur une cible (2) qui interagissent par un
potentiel V(7). Le détecteur mesure les particules diffusant dans un angle solide df2.

Soit F; le flux de particules du faisceau incident (nombre de particules par unité de temps
et de surface) et soit dn le nombre de particules diffusées par unité de temps dans I’angle solide df2
autour de la direction (0, ). On écrit :

dn = F;o(0, p)dS)

o(0, ) est le coefficient de proportionnalité entre dn et F;dS2 et s’appelle la section efficace différen-
tielle de diffusion dans la direction (6, ¢). o(6, ¢) est homogéne a une surface, une unité de mesure
pour les sections efficaces est le barn (1 barn = 10~24cm?).

11.2

On définit également la section efficace totale de diffusion o par la formule :

o= /0(6’, ©)d)

Etats stationnaires de diffusion

Pour comprendre le processus de diffusion, il est nécessaire de résoudre I’équation de Schro-
dinger correspondante, ou 'on considére par ailleurs que le potentiel V (7) n’agit pas lorsque les
particules (1) sont loin de la cible. L’équation de Schrédinger décrivant I’évolution de la particule
dans le potentiel V(7) admet des solutions d’énergie E (états stationnaires) telles que :
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U(E) = (e

ou ¢(7) est solution de 1’équation aux valeurs propres :

AV ol = Bol

E est égal a 'énergie cinétique de la particule incidente avant qu’elle n’ait abordé la zone
d’action du potentiel. On pose :

et on a pour I’équation de Schrodinger :

[A+ K = U] (M) =0 (11.1)

Pour chaque valeur de k (et donc de I'énergie), on a une infinité de solutions ¢(7). Les
solutions physiques au probléme correspondent & une fonction d’onde qui est la somme d’une partie
transmise et d’une partie diffusée. L’état stationnaire de diffusion v,‘fzf 7 a donc un comportement
asymptotique de la forme :

ikr

i i e
o @) ~ e 0,0)

pour r — o0

La premiére partie correspond & une onde plane qui est la partie transmise, la deuxiéme
est la partie diffusée, la fonction fi (6, ) est appelée 'amplitude de diffusion.

A une fonction d’onde ¢(7) on peut associer un courant J(7) tel que :

1) = Lte [ (159007

Pour le courant incident on a ¢(7) = e*** et donc |J;| = % tandis que pour courant diffusé

nous avons o(7) = fi(6,¢) ei:T et donc |Jg|, = %r%\fk(& ©)|? (les composantes angulaires de |Jg4]

sont considérées comme négligeables). On a donc :

dn = F;o0(0,9)dQ = C|J;|o(0, ¢)d
et .
dn = CJg.dS = C(Jg),r*dS
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et on l'on obtient par identification que la section efficace différentielle et I’amplitude de
diffusion sont telles que :

0(67 90) = ‘fk(a 90)‘2

Si 'on reprend I'équation 11.1

(A + K] o(7) = U (7))

On définit G(7) comme la fonction de Green de 'opérateur A + k? :
[A + k*] G(F) = 6(7)

Si on définit ¢ () comme solution de ’équation libre :
[A + K] ¢o(7) = 0
o) = o)+ [ G- Ul

On peut montrer que les fonctions de Green :

. 1 eiikr
Gi(r)=——

4m 7
sont solutions de :

[A + k*] G(F) = 6(7)

G+ sont appelées respectivement fonction de Green sortante et entrante.

L’équation intégrale de la diffusion pour les solutions stationnaires s’écrit donc :

G = e 4 [ G- U )

Si on prend la limite r — oo :

1 eikr e
G 22N o —iU.T
+(F=7") P
et donc : ‘
diff | = ik L e [ ki e diff
vy, (r)we"z—ﬂr /dre““"U(r)vk (7")
Or: '
dif f " e’LkT‘
v () ~ e+ fr(0,9) pour r — 00
r
et donc :
1 I, )
fe@.0) = = [ e U ()
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11.3 Développement de Born

D’aprés la section précédente, on a (k?; étant le vecteur d’onde incident) :

VI () = eFiT 4 / &' Gy (F — FYU (7 )i (7'

diff s

On peut remplacer vy, A droite par son expression, et on obtient :

dlff(r—») ’ik—;.F+/d3T/G+(F_F/)U(F1)€iki.F

+ / a3 / B Gy (7 — FYUFNGy (F — "YU (")l (7

dif f

on peut a nouveau remplacer v, ** a droite pour avoir :

U]illff("?) _ eik_;-.f“_‘_ /d3r/G+(,,;»_F/)U(F/)eiki.F/
+ / d3r' / Br' G (F — FYUF G (7 — 7" (") ek

/dS //dS " / d3 ///G )U(F’)G_,_(T_"/ o F//)U(F”)
% G+( —»///)U —»///) dsz(—»///)
et continuer le développement.
On a construit le développement de Born de la fonction d’onde stationnaire de diffusion,
ou tous les termes sont connus sauf le dernier. Si le potentiel est falble les termes successifs sont de

plus en plus petits : on pourra négliger le dernier terme et obtenir vy dif f (7) en fonction de quantités
toutes connues.

On peut effectuer le méme développement pour ’amplitude de diffusion :
1

- S diff =
fk(e,ip) — 47T d3 1 —ikii.7’ U( /) szf(T’/)
Si on se limite au premier ordre, on peut remplacer vdzf ! (") par e ik; ™ Cest I'approximation de
Born :
1 R
FE0,0) =~ [ die
1 =
— _E d3r/e—z(kd—k1)r U(—»/)

1
:47r/d3 1 —iK.7 U(—»/)
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et pour la section efficace :

2 2

1
O,kBorn<07 90) = 12

/d3r e*iKFV(F)

Dans I’approximation de Born, la section efficace de diffusion est donc liée a la transformée
de Fourier du potentiel : I’étude des variations de la section efficace différentielle en fonction de la
direction de diffusion et de ’énergie incidente peut permettre d’obtenir expérimentalement V(7).

11.4 Conclusion

Pour conclure, la théorie des collisions intervient dans de nombreux domaines de la phy-
sique : physique des particules, physique nucléaire, physique du solide etc...que 'on décrit par la
section efficace différentielle o(6, ¢) et la section efficace totale o. L’amplitude de diffusion fi (6, )
de la fonction d’onde est liée a la section efficace différentielle : (6, ) = | fx(6, ¢)|>. Dans 'approxi-
mation de Born, le potentiel d’interaction V' (7) et la section efficace différentielle fx(6,¢) sont liés
par une transformée de Fourier.
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Chapitre 12

Influence de 'environnement sur les
niveaux d’énergie atomiques - Théorie
du champ cristallin

Les énergies que nous avons décrites jusqu’a présent ont été établies dans le cas d'un
atome isolé. Or, dans la grande majorité des cas “pratiques”, les atomes font partie d’un solide.
Incorporés dans une matrice solide, ces atomes (ou plutodt ions) interagissent avec leur environnement
électrostatique et magnétique. La description des spectres d’absorption, d’émission qui les caratérise
nécessite des approches trés particuliéres, ce qui en fait I'intérét.

Les ions considérés dans ce chapitre sont essentiellement des ions de terres rares trivalents
et les ions de transition. Les niveaux d’énergie de ces ions dans le solide dépendent de ’arrangement
des atomes autour d’eux. Les arrangements les plus fréquents étants les arrangements “octaédriques”
(Iion considéré est au centre d'un octaédre formé par les plus proches voisins) ou “tétraédriques”,
on se limitera & ces deux cas.

12.1 Action de 'environnement sur les niveaux des ions

On considére ici un atome, comportant N électrons de valence, au centre d’un octaédre
formé par 6 atomes plus proches voisins, identiques, chacun de ces atomes (également appelés li-
gands) possédant N, électrons®. L’hamiltonien complet de ce systéme se décompose en quatre
termes : I’énergie cinétique des électrons, le potentiel attractif coulombien électron-noyau, la répul-
sion électronique et le couplage spin-orbite :

1. Le principe de la méthode est présenté avec cette géométrie. Le méme type de raisonnement s’applique
avec les autres géométries. On a pris pour simplifier 6 ligands identiques, ce qui permet de rester dans une géométrie
parfaitement octaédrique.
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N+6NT, N+6NT, 6 N+6NT, N+6Ny,
. 1 AV Zr 5
H=-- E A — E — + E — |+ E — + E Gti- 8 (12.1)
2 ¢ T Tki LTy ,
=1 =1 k=1 i,0=151>7 =1
Energie cinétique Attraction électrons-noyaux Répulsion interélectronique ~ Couplage spin-orbite

Cette expression peut étre simplifiée en remarquant que :

— les électrons internes de I'ion de transition n’interviennent pas : ils forment simplement
un écran & la charge nucléaire : les charges Z); sont donc remplacées par les charges
“écrantées” Z, et N se réduit au nombre d’électrons d ou f.

— Les ligands sont assimilés & des charges ponctuelles créant un champ électrostatique qui
posséde la symétrie de 'arrangement géométrique des atomes liés au métal central. Ce
champ léve partiellement ou totalement la dégénérescence des niveaux électroniques de
I’atome central. Cette hypothése est trés restrictive car elle néglige tout recouvrement
des orbitales atomiques de I'ion métallique avec les orbitales (atomiques ou moléculaires)
des ligands.

L’hamiltonien se simplifie :

N Z, al
H:—QEAi =My —+CZ€ 8 — ZZ— (12.2)

r
i,j= 11>]Z zlklll~C

Ho="N, H; Hr g Hso. Vc

ot V, est le potentiel du champ de ligand. Ainsi, en regard du travail réalisé sur 'ion
libre, I'influence des ligands apparait comme une perturbation supplémentaire. Le probléme réside
dans son importance par rapport aux autres termes. En fait, la perturbation dépend de I’élément
considéré. Pour les éléments 4f et 5f (lanthinides et actinides), V. est le terme correspondant a
Iénergie la plus petite. On traite cet effet comme une perturbation agissant sur H=Hy+Hgp +
Hgo.. Par contre, pour les éléments d, V. est plus grand que Hgo. et peut étre plus grand ou
plus petit que Hp .. Les ordres de grandeurs des différentes interactions pour les configurations
considérées sont tabulées dans le tableau 12.1. En résumé, on rencontre les situations suivantes :

4f, 5f Hpp > Hgp >V, Champ trés faible
3d, 4d, 5d a) Hp.p. > V. > Hgo. Champ faible
b) V. > Hpp. > Hso. Champ fort

12.1.1 Champ trés faible : exemple de ’europium trivalent

Les ions lanthanides trivalents 4 f~ sont tous dans la situation de champ trés faible, quelque
soient les ligands fixés sur eux car les électrons 4f sont protégés des effets du potentiel du champ
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Configuration Rép. interélec. Spin orbite (¢) Champ cristallin

3dV 70 000 500 15 000
4dN 50 000 1 000 20 000
5dN 20 000 2 000 25 000
AN 70 000 1 500 500

5N 50 000 2 500 2000

TABLE 12.1 — Ordre de grandeur des interactions (en cm™!) dans les configurations nfé". Extrait
de “Chimie minérale II”, Jean-Claude Biinzli, EPFL, 2002.

des ligands par les sous-couches 5s25p% pleines. 11 en résulte de trés faibles effets de champ des
ligands et des ions qui sont sphériques, durs et dont la liaison chimique est essentiellement de
nature électrostatique (ionique). Ces ions ont de nombreuses applications industrielles en raison de
leurs propriétés optiques et magnétiques trés caractéristiques.

La perturbation V. est appliquée aux niveaux spectroscopiques des ions libres caractérisés
par les nombres quantiques .S, L, et J. Ainsi, chaque niveau caractérisé par S et L sera éclaté a cause
du couplage spin-orbite, puis & nouveau & cause du champ cristallin. Nous prenons comme exemple
l'ion europium trivalent, 4f% en symétrie octaédrique. Le terme fondamental "F (S = 3,1 = 3)
est éclaté par le couplage spin-orbite en 7 niveaux spectroscopiques (J = 0 a 6). Le multiplet est
“normal” et le niveau fondamental est "Fy. Les levées de dégénérescence due au champ cristallin
sont indiquées sur le schéma de la figure 12.1 (les notations sont liées au groupe de symétrie,
ici le groupe des symétries de 'octaédre). Chaque sous-niveau de champ des ligands posséde la
méme dégénérescence que sa représentation (1 pour A, 2 pour E et 3 pour T'). La somme de ces
dégénérescences doit étre égale a la dégénérescence (2J + 1) du niveau spectroscopique qui donne
naissance aux sous-niveaux de champ des ligands. Par exemple pour "Fy, (2J +1) =5 = 2 +
3. La multiplicité de spin est naturellement conservée pour les sous-niveaux, mais on ne l'indique
généralement pas pour simplifier la notation.

E 5p TFs (A Asg Eg Ty 2Ty
4

aft S [ TR

TF.‘

FIGURE 12.1 — Diagramme énergétique partiel pour I'ion europium trivalent. Extrait de “Chimie
minérale I1”, Jean-Claude Biinzli, EPFL, 2002.
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12.1.2 Champ faible : exemple de ’ion vanadium trivalent

La perturbation V. n’agit que sur la partie orbitale de la fonction. Il faut déterminer
comment les symétries du groupe R? (symétrie sphérique, ion libre) se corrélent dans le groupe de
symétrie G du systéme ion central + ligand (appelé complexe).

L’ion vanadium trivalent a la configuration électronique 3d?. En symétrie octaédrique, cet
ion posséde cing termes spectroscopiques (3F, 1D, 3P, 1G, 1S). En accord avec les régles de Hund,
le terme fondamental est 3F. Chacun de ces termes peuvent étre éclatés suite a ’action du champ
cristallin. La derniére interaction & considérer est le couplage spin-orbite. Généralement, on utilise
le modéle de Russel et Saunders. L’exemple de ion vanadium trivalent est donné sur la figure 12.2.
Ce raisonnement donne les levées de dégénérescence, mais pas forcément les énergies relatives de
tous les niveaux les uns par rapport aux autres.

L’énergie des niveaux de champ des ligands se calcule en résolvant 1’équation de Schrodin-
ger. Il faut développer le potentiel V. & I'aide des harmoniques sphériques et utiliser une algébre
particuliére, ’algébre de Racah. Nous ne développons pas cet aspect assez technique dans le cadre
de ce cours. Il est a noter qu’il n’y pas de régles simples, comme les régles de Hund, pour détermi-
ner le niveau fondamental. Néanmoins, c’est presque toujours un niveau de dégénérescence de spin
maximale.

Ay (1)
Tig (3)
E; (2)
T2 (3)
Ay (1)
Tig (3)

E, 2
Ty 3)

FIGURE 12.2 — Diagramme énergétique partiel pour l'ion vanadium trivalent. Extrait de “Chimie
minérale II”; Jean-Claude Biinzli, EPFL, 2002.

12.1.3 Champ fort

Dans ce cas, la perturbation du champ cristallin est traitée en premier. Il faut donc dé-
terminer quelles sont les représentations des orbitales d dans le groupe ponctuel de symétrie G
du complexe (systéme ion central-+ligands). Nous traiterons uniquement le cas des symétries octa-
édriques et tétraédriques.
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Levée de dégénérescence : raisonnement qualitatif

Symeétrie octaédrique

Les ligands sont positionnés sur les axes de coordonnées z, y et z, par paires. Les orbitales
dy2 et dy2_,2 possédent des lobes dirigés le long des axes de coordonnées, donc des liaisons métal-
ligand, alors que les orbitales d,, d.. et d,. ont des lobes dirigés entre les axes. Les premiéres seront
donc déstabilisées par la présence des charges négatives des ligands et les secondes stabilisées. La
régle du barycentre s’applique ; par conséquent, si I’'on note 10Dgq (pour des raisons assez complexes)
la différence d’énergie AOy, entre les deux groupes d’orbitales différentes (celles dont les lobes sont
dirigés entre les axes, notées ta4 pour des raisons de symétrie, et celles dont les lobes sont dirigés
le long des axes, notées to, pour des raisons de symétrie), on obtient le diagramme énergétique
ci-dessous (Fig. 12.3).2

‘e
e
[+ EA e 22 ,dx2.y2
INe 28 & g B ’ 6 Dq =0.6 %
) ._ ‘ . ). _.__x
o _\gz ?é”_\g// —— ‘ t2g 4 Dq =0.4%0
:_/ =" dxy.dxz,dyz
i R3 Oh

FicUure 12.3 — Effet du champ de ligand sur 1’énergie des orbitales d, en symétrie octaédrique.
Extrait de “Chimie minérale II”, Jean-Claude Biinzli, EPFL, 2002.

L’amplitude de 10Dq est indicatrice de l'intensité de la perturbation créée par le champ
des ligands.

Symétrie tétraédrique

Les ligands sont situés sur les sommets d'un tétraédre. Les orbitales dg,, d;. et dy. ont
leurs lobes qui pointent directement vers ces ligands (porteurs d’une charge négative). Les électrons
associés a ces orbitales seront donc en répulsion forte avec ces charges et les orbitales verront leur
énergie déstabilisée par rapport a la situation de I'ion libre. Par conséquent (en application de la régle
du barycentre), les orbitales d» et d,2_,2 seront stabilisées. Dans la figure 12.4, chaque ensemble de
ligands tétraédriques (boules noires ou boules blanches) produit un champ électrostatique équivalent
dont la force est environ moitié de celle d’'un champ octaédrique. D’abord parce que le nombre de
ligands est plus petit mais surtout parce que leur effet sur les orbitales est moins direct.

2. La partie droite de la figure n’est pas complétement correcte. En effet, I'introduction de ’ion métallique
libre dans le composé de coordination, c’est-a-dire dans le champ électrostatique généré par les ligands, provoque une
augmentation de I’énergie des orbitales d (déstabilisation) en raison de la répulsion entre les charges des électrons
d et celles des ligands. Cependant, comme seule la différence d’énergie entre les orbitales d nous intéresse pour la
description des propriétés optiques et magnétiques des composés, cette déstabilisation est généralement ignorée. Cette
considération est valable indépendamment de la symétrie considérée.
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La différence d’énergie entre les deux groupes d’orbitales (notées dans cette géométrie e et
to est notée ATy et vaut théoriquement —%AOh (toutes autres choses étant égales : longueurs des
liaisons, charges des ligands et du métal) dans le modéle des charges ponctuelles.

E A €g
H ‘..‘.l
A =490,
l \ t2 dxy s Oxz , dyz
Bt 4Dq=0.4 A
6 Dq = 0.6 A,
129_7_ ‘ e o dz2 ;dx‘é’-y?
On R3 Ta

F1GURE 12.4 — Effet du champ de ligand sur I’énergie des orbitales d, en symétrie tétraédrique.
Extrait de “Chimie minérale 11, Jean-Claude Biinzli, EPFL, 2002. Méme remarque que pour Oy, :
laugmentation de I'énergie des orbitales d (déstabilisation) en raison de la répulsion entre les charges
des électrons d et celles des ligands n’est pas représentée.

Répulsion interélectronique et couplage spin-orbite : exemple du vanadium trivalent

Jusqu’ici, nous avons déterminé l'effet du champ cristallin sur I’énergie des orbitales d.
Maintenant il faut placer les électrons dans ces orbitales. Plusieurs configurations électroniques
sont possibles, dont la dégénérescence est partiellement levée par la répulsion interélectronique. A
titre d’exemple, nous allons déterminer les termes issus de ces configurations dans le cas de I'ion
Vanadium trivalent (3d?), placé dans un champ fort de symétrie octaédrique Oy,. Les configurations
électroniques possibles sont (t24)?, (t25) (eg)! et (e4)?, chacune d’entre elles pouvant correspondre
a un (ou plusieurs) état(s) triplet(s) et & un (ou plusieurs) état(s) singulet(s). Les configurations
électroniques du complexe sont dégénérées (par exemple, 15 fois pour (t29>2). Ces trois configurations
sont & prendre en compte pour trouver I’état fondamental.

Si la régle de Hund est toujours valable pour les termes de I'ion libre, il n’existe pas de régle
aussi générale pour les complexes. Le terme fondamental dépendra de I'importance relative de la
répulsion électronique et du potentiel de champ des ligands. Lorsque celui-ci est faible, la répulsion
prédomine et le terme fondamental correspond & la plus forte multiplicité de spin. On parle alors
de complexe a spin haut ou & champ faible. Dans le cas contraire, on parle de complexes & spin
bas ou & champ fort. Les positions relatives des niveaux s’obtiennent expérimentalement ou par
le calcul.

Il reste a traiter la perturbation de plus faible importance, c¢’est-a-dire le couplage spin-
orbite. A nouveau, de simples considérations de symétrie permettent d’examiner 'influence du
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couplage spin-orbite sur les termes du complexe. Le diagramme énergétique partiel du vanadium
trivalent est représenté a titre d’exemple sur la figure 12.5.

E A (1) T,(1) Ay
B @ @ g
x Tyg (3) 're(3) Tag
(tzg}z t.."::-"’.'

(15)
*I4(1)
7 30,(3)
31-19 9) c‘_

V3, 3d2 0, *I3(2) 3
champ fort . 3rs(3) 3 9
— Ty

FI1GURE 12.5 — Diagramme énergétique partiel pour l'ion vanadium trivalent. Extrait de “Chimie
minérale II”, Jean-Claude Biinzli, EPFL, 2002.

12.1.4 Champ faible, champ fort : un modéle simplifié

Trés souvent, un traitement rigoureux des niveaux électroniques n’est pas nécessaire, no-
tamment lorsque 'on désire interpréter de maniére qualitative, ou semi-quantitative, certaines don-
nées expérimentales. C’est pourquoi le modéle simplifié présenté dans ce paragraphe a émergé, dans
lequel la répulsion interélectronique est négligée, sauf pour les électrons dans la méme orbitale, a
qui l'on associe une énergie d’appariement P (répulsive). De plus, on ne tient pas compte du cou-
plage spin-orbite. Les configurations électroniques des complexes dV sont ainsi déterminées sur la
base de considérations énergétiques impliquant ’énergie d’appariement et celle des niveaux d. Nous
I'appliquons ici aux symétries octaédrique et tétraédrique.

Symeétrie octaédrique Si un électron d se trouve dans une orbitale de symétrie t94, il est stabilisé
par une quantité 2A0y, /5, mais s’il entre dans une orbitale déja occupée, il sera déstabilisé par une
énergie d’appariement P. Si P > AQjy, I'électron ira dans une orbitale de symétrie e, plutot que
dans une orbitale de symétrie ¢y, (champ faible, spin haut). Si P < AO), I'électron ira dans ty,
plutot que dans e, (champ fort, spin bas). Pour les configurations d', d?, d*, d® et d°, on aura
toujours un maximum d’électrons non appariés, quelle que soit la valeur de AOy,. Pour d*, d°, d° et
d”, deux situations peuvent se présenter : soit les 4 électrons sont dans les orbitales de symétries t2g,
soit 3 électrons sont dans les orbitales de symétries to4, le quatriéme électron occupant une orbitale
de symétrie e,4. La différence d’énergie entre les deux situations est AE = AOp, — P. On rejoint bien
les considérations ci-dessus quant a la valeur relative de P et AOy,.

Symétrie tétraédrique Les configurations d', d2, d7, d® et d”, n’offrent quune possibilité. Pour
d®, d*, d°, d° deux situations devraient exister. Mais comme ATy = 4/9A0y, P est généralement
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plus grand que AT}, donc pratiquement tous les complexes sont & spin haut (champ faible).

Conclusion La compréhension du comportement d’un atome placé dans un environnement donné
est le premier pas vers la compréhension de la physique de 1’état solide, qui permet entre autres de
comprendre les propriétés mécaniques, électroniques, et optiques des matériaux.
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Chapitre 13

La formulation de Feynman de la
mécanique quantique

13.1 Insuffisances de la formulation orthodoxe

o Au XIX™€ giécle, la description corpusculaire de la lumiére avait été abandonné suite aux expé-
riences de Thomas Young en Angleterre, de Fresnel et Fizeau en France et avec 'avénement de la
théorie de Maxwell. Toutefois, ’analyse de ’effet photoélectrique par Einstein en 1905 a montré que
la lumiére était composée de petits grains élémentaires, les photons, et qu'une description compléte
des phénomeénes lumineux devait incorporer ce qui a été qualifié de "dualité onde-corpuscule" : selon
les conditions, la lumiére manifeste parfois un comportement ondulatoire et parfois un comporte-
ment corpusculaire.

Revenons a l'expérience emblématique des fentes d’Young. Comment des photons (corpuscules)
parviennent-ils & former des franges d’interférences (ondes)? En 2005, I’équipe d’Alain Aspect a
réalisé une expérience de type fentes d’Young a l'aide d’une source & photon unique (un atome
effectuant des transitions entre deux états) qui émet les photons un par un. Le suivi en temps réel
de l'intensité sur un écran photosensible se traduit par les résultats suivants (voir figure 13.1).

La conclusion est qu’individuellement chaque photon se comporte comme un petit grain (d’ou les
impacts ponctuels sur I’écran) mais que collectivement, la statistique d’ensemble de tous les photons
émis par la source est celle d’'une onde. On peut toutefois avoir I'impression que cette analyse laisse
plusieurs points importants en suspens : par exemple, par quel trou est passé le premier photon
avant d’impacter sur I’écran ? Est-ce que les photons suivants ont connaissance des points d’impact
des photons précédents afin de se répartir en franges ?

e Une autre limite de la version orthodoxe de la théorie quantique, c’est qu’elle est construite sur
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FIGURE 13.1 — Franges d’interférences pour une source a photon unique (tiré de V Jacques, E Wu, T
Toury, F Treussart, A Aspect, P Grangier, JF Roch, “Single-photon wavefront-splitting interference
- an illustration of the light quantum in action,” EPJD, 35 (3) 2005.

I’équation de Schrédinger :

81/1 h?

at =Hy = ——Aw—i—V(r t) (13.1)
On est donc contraint & travailler dans un formalisme hamiltonien. Aussi efficace qu’il puisse étre
pour les calculs, ce formalisme présente un défaut majeur : temps et espace ne sont pas traités de
la méme fagon. En effet, on voit que (13.1) fait intervenir des dérivées d’ordre 1 en temps et d’ordre
2 en espace. Cette caractéristique hypotheque les chances de la théorie quantique d’étre compatible
avec l'autre théorie-cadre, la relativité. Comment modifier I’équation de Schrédinger pour la rendre
relativiste 7

Une premiére solution, entreprise en 1926 par Oskar Klein et Walter Gordon, consiste & revenir a
la définition de ’énergie, avant méme d’appliquer les régles de correspondance. On sait en effet que
le Laplacien dans (13.1) provient de la forme classique de I’énergie cinétique en p?/2m. Or I’énergie
totale d’'une particule libre en relativité restreinte est donnée par

E? =m?ct +p?? (13.2)

En appliquant les régles de correspondance, on trouve que qu’une particule libre de masse m et de

spin nul obéit a
0?1 0%y 0% 0%y
2 24, 12
hatz—mcw h<82+8y2+822 (13.3)

1 92 m202

Cette équation est appelée équation de Klein-Gordon. Elle est bien relativiste (ordre 2 en temps et
en espace) mais elle présente plusieurs pathologies :
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— La donnée de la fonction d’onde & l'instant initial n’est plus suffisante pour prévoir
I’évolution de la particule, contrairement & ce qui se passait pour ’équation de Schro-
dinger.

— Comme on part de E?, on tient compte d’états d’énergie positive et d’états d’énergie
négative. Or pour ces derniers, les densités de probabilité de présence sont elles-mémes
négatives, ce qui n’est pas physique :

p ih <1/1+8w— W)cxi (13.5)

= ome? ot ot

Face a ces problémes, Paul Dirac a proposé en 1928 une version relativiste de I’équation de Schro-
dinger, en choisissant un point départ totalement différent. Son idée est de chercher une équation
qui serait la racine carrée de 1’équation de Klein-Gordon : d’ordre 1 en temps et en espace, elle
redonnerait ’équation de Schrédinger & la limite des basses vitesses. Le premier tour de force de
Dirac a été de chercher 4 inconnues, oy, ay, o, et 8 telles que

Lov . . R

zha =HpU = (ﬁch + cagpy + coypy + cazpz—i—) v (13.6)
Si on dérive cette équation deux fois, on obtient une équation d’ordre 2 en temps et en espace, qui
doit coincider avec ’équation de Klein-Gordon. Avec un peu d’algébre, on peut montrer que cela se
traduit par les contraintes suivantes :

ol = ag —at=p*=1 (13.7)
Qo + oy = 0 (Z 75 ]) a; B+ Ba; (138)

Ces relations montrent que les coefficients recherchés obéissent & une algebre de Clifford. Ce ne sont
donc pas des nombres ordinaires mais des matrices hermitiennes. Dans la représentation standard
(ou de Dirac), pour des fermions, elles s’expriment & partir des matrices de Pauli o de la fagon

suivante :
_ 0 o _ (I 0
we(0m) e (B 0) 159)

L’équation de Dirac (13.6) vérifie bien le cahier des charges : ¢’est une équation aux dérivées partielles
d’ordre 1, qui est quantique et relativiste. Elle prédit également le facteur de Landé correct pour
I’électron (g=2) et dans la limite non-relativiste, I’équation de Dirac conduit a I’équation de Pauli,
qui généralise I’équation de Schrédinger pour un spin 1/2.

Mais les coefficients ay, 8 ont une conséquence inattendue : puisque ce sont des matrices 4X4, cela
signifie que ¥ doit naturellement posséder 4 composantes. L’espace des états est donc élargi : ce
n’est plus un espace de fonctions a valeurs complexes (les fonctions d’onde), mais un espace de
quadruplets de fonctions & valeurs complexes (on parle de bispineur). Le second tour de force de
Dirac a été de comprendre le sens physique de ces 4 composantes : dans le cas de 1’électron, les deux
premiéres composantes sont les fonctions d’onde associées a 1’électron dans I’état de spin mg = +1/2
et ms = 1/2, tandis que les deux composantes suivantes sont celles de antiparticule de 1’électron,
le positron. Cette particule, inconnue a I’époque ol Dirac établit son équation, fut détectée pour la
premiére fois en 1932 par Carl Anderson dans des expériences sur les rayons cosmiques.
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Toutefois, en dépit de ses multiples qualités, ’équation de Dirac ne décrit que la dynamique d’une
seule particule de spin 1/2 et elle ne permet donc pas de décrire le transport électronique dans les
métaux (gaz d’électrons = systéme a plusieurs particules). Elle n’éclaire pas non plus les questions
posées par I'expérience des fentes d’Young, si au lieu de considérer une source de photons, on utilise
un canon a électrons (tube cathodique). Une autre approche est donc nécessaire.

13.2 L’expérience d’Young revue et corrigée par Feynman

Dans un article de 1948 intitulé Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum Mechanics, Ri-
chard Feynman (prix Nobel 1965) a proposé une formulation lagrangienne de la physique quantique.
Son travail était a 'origine motivé par 'incompatibilité entre la relativité restreinte et I’équation de
Schrédinger. Pour cela, il introduit un nouvel outil : I'intégrale fonctionnelle ou intégrale de chemin.
Quelle en est I'idée principale ?

Pour le comprendre, revenons encore une fois a I’expérience d’Young et essayons d’en extrapoler des
résultats pour des situations d’interférences & ondes multiples. Les ondes en question peuvent étre
des ondes électromagnétiques ou des ondes de De Broglie.

Considérons les différentes situations de la figure (13.2). Dans le cas en haut a gauche, I’écran qui
sert d’obstacle (position B) est maintenant percé de 3 trous. En raison de la linéarité des équations,
I'intensité (resp. la densité de probabilité de présence) en un point M de I’écran d’observation est
donnée par une régle de superposition :

I(M) = |B(M)+Ey(M) +E5(M)/” (13.10)
pM) = [t (M) + (M) + 3(M)[? (13.11)

Si 'obstacle est percé de n trous, ces relations se généralisent de la fagon suivante :

n 2

I(M) = > Eu (M) (13.12)
k=1
n 2

p(M) = > bp(M) (13.13)
k=1

Ajoutons maintenant un deuxiéme obstacle (position C') percé de N trous et recalculons la nouvelle
intensité. La régle de superposition conduit alors a

2
N n
IM) = DY Ey(ah, M) (13.14)
=1 k=1
N n 2
p(M) = 3> i(a,, M) (13.15)
j=1 k=1



Triple fente Multiples fentes
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B c D B C
Cas limite 1: N tend vers I'infini Cas idéal
x | X
X 1
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in-1
A T z A z
n
| 2 | ‘
D B c

FIGURE 13.2 — En haut o gauche : 'expérience d’Young & 2 fentes. En haut & droite : I'expérience
d’Young & 2 écrans, le premier percé de N fentes, le second percé de n fentes. En bas a gauche :
Cas limite ot le nombre N de trous du premier écran tend vers U'infini. En bas a droite : Cas limite
ol tous les écrans sont tous percés d’une infinité de trous.

ott Ej (27, M) est le champ correspondant a une contribution lumineuse passée par le trou z7, puis
par le trou :Ulfg avant de parvenir en M (méme type de raisonnement pour les ondes de matiére).
Passons ensuite & la limite ot N — 400, c’est-a-dire en 1’absence d’obstacle en D! : la somme

discréte sur j devient alors une intégrale sur la variable continue zp

2
n “+o00
I(M) = Z/ E,(zp, M)dzp (13.16)
k=17
n 2
+o00
p(M) = Z/ Yr(zp, M)dzp (13.17)
k=1"7"%°
Si le second obstacle est également percé d’une infinité de trous n — 400, alors
+o0 +oo
I(M) = '/ / a:Dm:B,M)dede (13.18)
+oo +oo
p(M) = ‘/ w(:cp,:vB, )d:vpde (13.19)

1. Le passage a la limite est ici trés rapide. Un tel probléme se traite rigoureusement avec les ensembles de
Cantor.
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Il ne reste plus a généraliser ces expressions au cas d’une infinité d’écrans percés d’une infinité de
trous. Pour les ondes de matiére, cette généralisation s’écrit

o0 ptoo +o0 2

p(M) = lim ’/ / Y(zp,,.-xp,, M)dxp,dzp, (13.20)
1—+00 —00 —00 —00

ce qui signifie que la fonction d’onde correspondant & la propagation d’une particule entre A et M

est donnée par

+oo +oo “+oo
(M) = lim / Y(xzp,,..xp,, M)drp,dzp, (13.21)

t—=+00 J_ o — o0

On constate qu'un phénoméne de propagation pure (pas d’obstacle) se décrit par une somme sur
tous les états de position (= chemins) possibles entre A et M.

13.3 Postulats de quantification de Feynman

e On définit I'opérateur d’évolution entre deux instants ty et t; par

[ (t1)) = Ulta, to) [ (t0)) (13.22)

~

U est un opérateur unitaire et il vérifie Ut (¢1,t9) = Ul(to,t1). Passons dans la représentation
position { t } (cf. chapitre 1, paragraphe 1.3.2) et raisonnons en terme de fonction d’onde. Que
devient (13.22) 7 Si on travaille pour simplifier & une dimension, on trouve

d(tr,x1) = (1 [(t)) = (1] U(tr, to) [ (t0)) (13.23)
En utilisant la relation de fermeture (1.25), on obtient
+00 .
Y(t1,21) = / (1| U(t1,t0) [wo) (o [¢(t0)) dxo (13.24)
+oo
= K (t1, 213 %0, w0) ¥ (to, xo)dxo (13.25)

K (t1,x1;t9, z0) est appelé propagateur et il représente 'amplitude de probabilité qu’une particule
soit & la position x1 & l'instant 1 aprés avoir été en xg a l'instant tg. En termes mathématiques, il
correspond & la fonction de Green du probléme dynamique. De plus, on peut remarquer la loi de
composition des propagateurs

+oo
Y(te,z2) = K (ta, zo;t1, 1) ¥(t1, 71)dxy (13.26)

— 00
+o00 +oo

= K(tQ,l‘Q;tl,.rl) K(tl,l‘l;to,l‘o) ¢(t0,$0)d$0d$1 (13.27)
—00 —00
400

= K (t2, w23 t0, 20) ¥ (to, zo)dzo (13.28)
—00
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ce qui implique que

+00
K (t2,z25t0, 70) = K (t2, x5t1,21) K (t1,21;t0, v0) d1 (13.29)
—0o0
Quand on connait le propagateur, on connait alors la dynamique de la particule. On a remplacé une
équation aux dérivées partielles (équation de Schrodinger) par une équation intégrale équivalente.

e Comment calculer le noyau de cette équation intégrale, & savoir le propagateur? La réponse a
cette question est donnée par les postulats de Feynman :

Postulat 1 : L’amplitude de probabilité K (t¢,xf;t;, x;) qu'une particule soit & la position ¢ a
I'instant t; aprés avoir été au point z; a l'instant ¢; est la somme des contributions associées a

chaque chemin d’espace-temps reliant I'événement M’ = (¢;, z;) et I'événement M” = (t¢,xy).
MJ
M.
X Mj-l : e
e
Ml M, — My.1
Xi M
Xf M
t

FIGURE 13.3 — Construction d’un chemin d’espace-temps entre M’ et M”.

Feynman définit un chemin d’espace-temps de la fagon suivante :
— On divise l'intervalle de temps t§ — t; entre les événements M’ et M” en N intervalles
égaux de valeur e.
— On relie deux événements consécutifs M; et M, par le chemin classique entre eux.
— On fait tendre N — +o0.
La sommation sur les chemins et la loi de composition des propagateurs (13.29) conduit a I'intégrale :

+o0 +oo
K(tf,xf;ti,xi) = lim / K(tf,xf;thl,fol)K(thl,INfl; (tN,Q,JZN,Q)
—00

N—+o00 oo

LK (tz, T2, tl, {L‘1) K (tl, T1; ti, {L‘Z) d{L‘N_l...dl‘l (13.30)
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Cette relation est la traduction de (13.21) en terme de propagateurs. Il reste alors a trouver quelle
est la forme générale d’un propagateur le long d’un chemin d’espace-temps. Suivant une suggestion
de Dirac, Feynman conjecture 1’égalité suivante :

Postulat 2 : Le propagateur le long d’'un chemin d’espace-temps élémentaire reliant M; = (¢;, z;)
a Mj+1 = (tj+1,acj+1) est égal a

£S[Mj,Mji1]

eh
~ (13.31)

K (tjy1, i1ty 25) =

Z = +/(2imhe)/m est un facteur de normalisation et S [M;, M;1] est 'action classique sur le chemin
Mj Mj+1 .

En combinant les deux postulats, on obtient

1 e e 3 U
K (ty,xpiti,x;) = Nl—ig—loo ZNl/ / expﬁZS[Mj,MjH] dry_i...dx; | (13.32)

—00 —00 =0

1 Foo Foo i ,
= i —S|M",M”| den_q...d 13.
N~1>IEOO<ZN1 /OO /OO exphS[ M7 day—y xl) (13.33)
ce que 'on note symboliquement
K (ty,xpiti,z) = / exp ES[X] DX (13.34)
chemins h

avec X = {(t,z),t; <t < ty} un chemin d’espace-temps entre M’ et M” et S Paction classique du
systéme correspondant a l'intégrale temporelle du Lagrangien le long d’'un chemin. Pour aller d’un
point M’ & un point M”, une particule emprunte donc tous les chemins possibles : méme ceux qui
ne minimisent pas l'action (et qui ne sont donc pas conformes aux lois de la physique classique)
sont pris en compte. Les interférences entre les amplitudes de probabilité associées a chaque chemin
n’interférent constructivement qu’au proche voisinage de la trajectoire classique, qui correspond
donc au chemin le plus probable. On comprend maintenant d’oli viennent les interférences dans
I'expérience d’Young, méme en envoyant les photons un par un : le photon emprunte tous les
chemins possibles et les franges proviennent des interférences entre les chemins. Quand on fait une
mesure au niveau d’une des fentes, on brise la superposition des chemins et on perd les franges.
La formulation de Feynman est équivalente a I’équation de Schrodinger et on peut obtenir des
expressions analytiques du propagateur pour des systémes simples mais importants en quantique
(particule libre, oscillateur harmonique...).

A titre d’exemple, déterminons le propagateur dans le cas d’une particule libre. Son mouvement
classique est un mouvement rectiligne uniforme. Soient x;(¢) la coordonnée de la particule le long de
cette trajectoire & un instant ¢ correspondant au jeu de conditions aux limites {x¢(t;) = @3 xa(ty) = ¢},
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on sait que
Ty — T

mcl(t) = T+ tf_t‘
i

(t —t;) (13.35)

—t
tr —t;

= z(r) = x+7(ry—1x;) avec T = € [0,1] (13.36)

Comme en mécanique analytique, on minimise I’action en examinant les contributions de tous les
chemins virtuels qui relient les points de départ et d’arrivée

(1) =xq(7) +q(r) avec ¢(0)=gq(1)=0 (13.37)

L’action sur un chemin virtuel X = {(7,z),0 < 7 < 1} s’écrit donc

tr1 dz\? m L rdr\ 2
X| = - — | dt= ——— — | d 13.
o /t 2m<dt> Q(tfti)/o (d7> " (1338)
m 1 dz 2 dxe dq dq 2
= — 2 — — d 13.39
2(ty —tz‘)/o ( dr ) * dr dr * <d’r> T ( )

_om e om [T dg)?
— 2(tj_ti)(:cf ;) +2(tfti)/0 <d7) dr (13.40)

Le terme croisé disparait aprés une intégration par parties, en utilisant les conditions aux limites.
Réinjectons ce résultat dans le propagateur : on trouve que

o im(:ﬂf—fﬂz’)Q /q(l)zo im /1 @ 2
K (ty,xp;ti, x;) = exp <2h(tf—ti) > 0 exp 72h(tf—ti) o \ar dr | Dqg (13.41)

L’intégrale n’est pas aisée a calculer directement et requiert l'utilisation des deux postulats de
Feynman. En revenant a une décomposition sur chaque chemin d’espace-temps élémentaire, on
calcule S[Q;, Q;+1] (intégrale gaussienne) puis on passe a la limite N — +oco. Le résultat de cette
opération conduit pour la particule libre a

im(xy —x;)° m
2h(ty — ;) ) 2mihi(ty — t;) (13.42)

K (tg,xp;ti, x;) = exp (

Pour plus de détails sur ce calcul, on pourra consulter I'ouvrage RP Feynman and AR Hibbs. Quan-
tum mechanics and paths integrals. On verra en TD une autre méthode, plus rapide et conduisant
au méme résultat.

e La difficulté principale de l'intégrale de chemin provient de la mesure DX. Formellement, I'in-
tégration porte sur des chemins brisés en chaque point, c’est-a-dire des chemins qui ne sont pas
différentiables, et son existence n’est pas garantie dans le cas général. Cela n’a pas empéché 1'utili-
sation intensive de cette intégrale en électrodynamique quantique, bien avant que n’en soit obtenue
une formalisation rigoureuse dans les années 1990 grace aux travaux de Pierre Cartier et Cécile
DeWitt-Morette.

Plusieurs travaux ont montré que les chemins de Feynman correspondaient mathématiquement a des
courbes fractales (techniquement des courbes dont la dimension d’Haussdorf est 2). Cette propriété
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FI1GURE 13.4 — A gauche : Invariance d’échelle d’un chemin quantique au sens de Feynman. A droite :
Le mouvement brownien d’un grain de pollen dans I’eau correspond a une courbe de dimension
fractale dgy = 2 : au bout d’un certain temps, la courbe aura rempli tout le plan. (Tiré de Krager,
Physics Reports 323, 2000).

permet de retrouver qualitativement un résultat bien connu en physique quantique : les inégalités
d’Heisenberg spatiales. En effet, on constate sur la figure (13.4) que si 'on cherche a connaitre avec
précision la position de la particule (zoom sur la courbe = on diminue Ax), la particule reste bien
localisée prés du point ol 'on regarde, mais la pente de la courbe dépend de 1’échelle du zoom.

Indiquons que la formulation de Feynman se généralise & des problémes ot le nombre de particules
n’est pas fixé, en écrivant le propagateur dans la représentation des états cohérents de Glauber. On
peut tenir compte du spin des particules mais au prix de nouvelles structures mathématiques (algébre
extérieure, variétés symplectiques). Pour plus d’informations, on pourra consulter JR Klauder. The
action option and a Feynman quantization of spinor fields in terms of ordinary c-numbers. Annals
of Physics, 11(2), 123-168 (1960) ou encore L. Schulman. A Path Integral for Spin. Phys. Rev. 176,
1558 (1968).
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Annexe A

Deux particules en interaction,
mouvement du centre de masse et
mouvement relatif

A.1 Généralités

On considére ici deux particules, qui réunies, se présentent sous la forme d’un systéme
isolé ; sans application de forces extérieures. Ces particules sont en interaction et 1’on suppose que la
force qui s’exerce entre elles dérive d'une énergie potentielle ! V(71 —73) que I'on appelle potentiel.

oY

FIGURE A.1 — Réprésentation utilisée pour ri et 75 . Image provenant de [6].

Ici 71 et 73 représentent les vecteurs positions des deux particules par rapport & l'origine,

arbitraire. Ainsi ¥ = r{ — r5 représente le vecteur reliant les deux particules. De méme on note :
= myT] + mar
R

= ———= = le vecteur reliant le centre de masse du systéme & l'origine.
mi 4+ ma

1. C’est le cas pour une force centrale, en particulier dans le cas de l'interaction Coulombienne.
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On introduit également pour la suite p la masse réduite du systéme définie par % =1 4.1

A.2 Hamiltonien

Pour ce systéme, ’'Hamiltonien s’écrit :

ﬁ i A i A XA/ Al
= A1 — — T .
T e L (7) (A1)

A

H, = — 2}:’21 A correspondant & 'hamiltonien de la particule libre 1

A
avecy Hy = —%Ag correspondant & 'hamiltonien de la particule libre 2

A
Hiy =V(F) correspondant a I’hamiltonien d’interaction

On note aussi ¥ = xe; +ye, + ze, = (x1 —x2)éx + (Y1 — y2)€y + (21 — 22)€2 et R = Xé, +Ye, +Ze;

92 2 92

A =%5H+5+4%

~ . . oz oy 0z

De méme, on introduit :
Ap = O 02 9
R = 9x2 T ay2 T 922
Ainsi ¢éerire P'Hamiltonien 7 = — 12 A AtV
sl on peut réécrire amiltonien H = 222 T mma) PR + V(7).

. A
Si on considére (7, R) comme étant un état propre de H, on peut écrire :

AN
Ho(7,

oo/}

) = ESD(F’ ﬁ) ou 90(7:: ﬁ) = @({ﬁ,y, Z}v {X7 Y, Z})

A.3 Cas d’un potentiel non dépendant de ﬁ, séparation des va-
riables

A S

Si V ne dépend que de 7, chaque terme de ’Hamiltonien ne dépend que de 7 ou de R mais
pas des deux simultanément. On peut donc chercher une fonction d’onde dite & variables séparées,
telle que (7, R) = ¥(7) x x(R),

A
<—3ZA + V(F)) U(7) = E1U(F) avec E =FE; + Ey

ou V¥ et x vérifient respectivement : ,
. . .,
_WAR> X(R) = Exx(R)
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— W(7) décrit le mouvement relatif des deux particules dans le potentiel 9(7*’) en tant
que particule fictive de masse p; Fp représentant 1’énergie du systéme résultant de
I'interaction des deux particules.

— X(ﬁ) décrit elle le mouvement du centre de masse en tant que particule de masse
mq + mg. Eo représente I'énergie de translation du centre de masse (en fait son énergie
cinétique) qui peut prendre toute valeur positive ou nulle, ’équation de Schrodinger

associée étant celle d’une particule libre.

A.4 Cas d’un systéme comme I’hydrogéne

Physiquement, 1’énergie E n’apporte pas d’information sur la particule relative (donc sur
les niveaux d’énergie quantifiés). On peut s’en affranchir, en travaillant dans le référentiel du centre
de masse ou Fs est nulle. De cette fagon on se restreint a I’étude de :

h? A .
CTAGIIGEAT (A2

168



169



Annexe B

Moment cinétique, rappels, généralités
et composition

Comme nous allons le voir durant le cours, le moment cinétique est une grandeur cruciale
en physique. D’un point de vue classique, sa conservation permet par exemple de déduire la planéité
d’un mouvement (orbites des planétes par exemple). D’un point de vue quantique, cela a été introduit
via h (ou plutdt h) qui a la méme dimension qu'un moment cinétique dont on montrera d’ailleurs
la quantification dans cette annexe. Il faut aussi avoir a l'esprit qu’il existe deux types de moment
cinétique : le moment cinétique orbital et le moment cinétique de spin, introduit en mécanique
quantique et permettant d’expliquer de multiples phénoménes expérimentalement observés. Cette
annexe a pour but de rappeler et de compléter les propriétés de commutation, quantification et
composition du moment cinétique, déja étudiées dans le cours de physique quantique en premiére
année.

B.1 Observable moment cinétique

B.1.1 Définition

La mécanique quantique est construite autour d’un principe de correspondance, qui sti-
pule qu’a chaque grandeur physique expérimentalement accessible, on peut associer une observable
(opérateur linéaire hermitien) agissant dans ’espace des fonctions d’ondes. Sa valeur moyenne doit
correspondre & une mesure de la grandeur physique en question. Dans le cas ou la grandeur phy-
sique dépend explicitement d’autres grandeurs physiques (correspondants donc & des opérateurs
également en mécanique quantique), 'opérateur associé a la grandeur doit posséder la méme dépen-
dance envers les opérateurs correspondants aux autres grandeurs physiques. On peut par exemple
citer le cas du moment cinétique orbital,
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en mécanique classique ,

Il
=
>

qui s’écrit :

>
ST

Il
= >
>

en mécanique quantique.

B.1.2 Commutation et moment cinétique "général" J

A
—h(,0 _,0
o = i <y8z z@y)
E d 2, s . A h 8 a
n coordonnées cartésiennes : Jy =7 (Z% — x&

A
_h 0 0

N

AA
Si on s’intéresse a leur commutation entre eux, par exemple pour [Jg, Jy]

§k<>
<>
I

2 o ( 0 9r ., 02 92
% [yax <Z<9:):> B (ym)@ o Oyox + () ayaz}

0? 0
) 920z oxdy (xy)@ * Tz (Zﬁyﬂ

0? 0?

e (mﬁyaz B y@x@z)]
0 0
(v35 32|

- [ ()5 ()i ()

TN TN TN TN

S DS S DS S S s S

N N —

[\]

X
r—|T|
Sl
N

©
S
~——
|
T~

2|
~—

A

A AN AN A A A
Au final [J,, J,] = ih x J., [Jy, Jo] = ih x Jp et [Jo, Jp] = ik x J,,.

Remarques :
A

A
— on peut montrer que pour un systéme de plusieurs particules les J, ; et Jg ; commutent

pour ¢ différent de j et sans condition sur « et 3,
A A A

-

— on peut en déduire : [J, J] = ihJ.
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B.1.3 Etats propres,valeurs propres

Ensemble Complet d’Observables qui Commutent (ECOC)

/\_' A A
Chaque composante de J commute avec J2, en effet, en travaillant avec la projection J,
par exemple :

AN A A AN AN
[J$7J2] _[Jx7‘]§+‘]z2] = [JE7J5]+[J$7Jz2]
/\/\2 A A A A A A A A AAA A A A A A A

Or [J,, Jy] =JpJydy — JydyJy = (Judy — JyJu)dy + JyJody — JyJyJy

AALA A AA A A A A
=[Ju, JylJy + Syl Iz, Jy] = th(J. Ty + JyJ.)
A /\2 A A A A
De méme [Jz, J;] = —ih(J.Jy + JyJ>)
A A
Dot au final, [J,,J?] =0

AN AN
On a également par le méme principe [Jy, J?] = 0 et[J,, J?] = 0.

A A A A A
La commutation de J? avec Ju,Jy et J, L fait que dans le cas d'un systéme oil les opérateurs J? et

A
J, ne dépendraient pas de tous les degrés de liberté, 'ajout d’un ou d’autres opérateurs permettrait

de former un ECOC.

A A
Exemple : on va voir qu’en coordonnées sphériques, les opérateurs J2 et J, ne dépendent que de 6

et ¢, il reste donc a trouver un opérateur qui dépend de r, ce qui est le cas de I'hamiltonien que 'on
doit de toute fagon choisir pour accéder a ses valeurs propres que sont les niveaux d’énergies. Sa
commutation justifie ce choix et on forme un ECOC si la base d’états propres communs est unique.

A A
Dans la suite, on suppose qu’on forme un ECOC avec J? et J,. j et m sont leurs valeurs propres
respectives et 'on peut écrire :

A
J?|j,m) = j(j +1)A?|j,m) ou |j, m)est état un propre commun

A

La base {|j, m)} est la base propre commune.

Positivité de j : la valeur moyenne d’une fonction paire étant positive ou nulle, cela implique

A AN A
1. On choisit J, par convention, on pourrait évidemment choisir J, ou Jy.
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A AN A
(U] J2 W) > 0. Ici |¥) est un état d'une particule d’écrire par 'ECOC {J?, J,}, combinaison d’états
propres |j, m). Autrement dit :

A
(U] J2P) = j(j = )A* > 0
ce qui est vérifié pour .

A
Opérateur J.

Pour aller plus loin et obtenir plus d’information sur les valeurs possibles de j et m, on
A A
introduit les opérateurs J et J_ définis par :

A A A N N

A
Jo=Jo+idy et J=J,—iJ,

A A
. . [72,Je] = 0
Suite a leur définition, on remarque : R R
[, J+] = zhJy

A
On regarde quelle est 'action des J4 sur |7, m), Iastuce étant d’utiliser les relations de commutation
précédemment trouvées.

/\2/\ . A /\2 . L. 2 AN
J2Jx |j,m) = JJ? |j,m) = [j(j + DR?] Jx |3, m) (B.1)

AN A A A A
Jodx |j,m) = (JxJo £ hJx) |j,m) = [(m £ 1A] S+ |j,m) (B.2)

A A A
On remarque de Ji [j,m) est & la fois état propre de J? et aussi de J,. D’aprés I'équation B.2,
A A A
s’apergoit, comme la valeur propre de J, associée a Jy |j,m) est (m £ 1)h que 'application de J1

A
sur |7,m) (resp. J_) permet de passer? de m a m =1 (resp. m — 1).

A A
Variation de m : En développant J+J4, on trouve :

A NOA A A
I[Jx [7,m)||* =(j,m)| JiJi |7, m) car J]TF et Ji sont conjugués hermitiques.
/\T A AAZ A
et on peut montrer J:FJj: =J*—J, FhJ,

A
on obtient ||Jx [j,m)||> =(i(j +1) —m(m£1))h* >0
< +1) >m(m +1)

A A
2. Le fait de changer d’état n’est pas surprenant car [J,, J+] # 0.
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On a donc obtenu jusqu’a présent :

B.1.4 Quantification de j et m

AA
Suite a la discussion précédente, concernant les valeurs propres de J,(J1), on peut dire
A
que Ji |j,m) est proportionnel & |j,m £1). On a trouvé que —j < m < j donc a priori il existe

A A
M = Mpmaz (T€SP. M = Mynin) tel que Jy |, Mmaz) = 0 (resp. J_ |j, mmin) = 0).

Cas m = myaz

A
Mmaz + 1 > j pour que J4 |7, Mmaz) = 0. De méme on peut utiliser

A
|5 17, Mmaz) H2 = (37 + 1) — Mgz (Mmaz + 1))h2 =0

Ce qui est possible si mnq, = j. On en déduit qu’il existe un entier IV tel que : My = j = m+ N.
Ce qui revient & dire que ‘m et j sont séparés par un nombre entier ‘

Cas m = mmin

A

Désormais, on part de mjn; = Mpq, et on applique J_ & |j, Mpqr = j) un nombre entier
N’ de fois jusqu’a m = Mynin, pour trouver M, on utilise :

f\‘ ) 2= GG+ 1) — M m — 1)) =0
g Munin) [I7 = (G(F + 1) = Mamin(Mmin N =
Ce qui est possible si My, = —j. D’aprés ce que 1'on vient de dire :
Mmin + N' = Mmazx
soit —j+ N =3

N/

’N " est impaire = j est demi-entier = m est demi-entier car j = m + N

Donc si :

’N " est paire = j est entier = m est entier

On vient de montrer que j et m sont quantifiés; ils ne peuvent que prendre des valeurs discrétes.

A
Les valeurs propres de J, et J? sont ainsi quantifiées.
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B.2 Opérateur moment cinétique orbital, représentation en coor-
données sphériques

Le principe de correspondance donne pour le moment cinétique orbital L= PAT soit :

A
—h(,0 _,0
Ly = i (yaz Z@y)
7 7 : /\
En coordonnées cartésiennes : ¢ L, = ZE ( Za% - x%)
A
_h 0 0
L. = 7 <x8y y87m>

Lorsque I’on travaille avec un potentiel qui ne dépend que de r, il peut étre intéressant de

travailler avec L exprimé en coordonnées sphériques. En effet L ne dépend que de 6 et ¢ ce qui
permet souvent de pouvoir séparer les variables en cherche un état propre d’un Hamiltonien.

T = rsinf cos g

En coordonnées sphériques : OM = 7 o : y = rsinfsin
z=rcosf
r>0
et 0 m
0<p<2m

O le volume élémentaire peut s’écrire dr® = 12 sin Odrdfde.

On applique une technique de changement de variable pour obtenir I’expression de L, Ly
et L, en fonction de r, 8 et de ¢.

On utilise le fait que pour f(z,y, z) on peut écrire :

df—a—f + 9+ 9,

gyt g (B.3)

Technique : Lorsque y et z sont prises & valeurs constantes alors dy = dz = 0 et on peut

df)y. O
4 .

On peut utiliser cela pour la suite. Tout d’abord, on peut exprimer r, 8 et de ¢ en fonction de z, y

écrire :
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et z:

r=v/2% +y? + 22

0 = arccos | —5——
’12+y2+z2

¢ = arctan (%)

Ensuite I'idée consiste & exprimer les dérivées partielles de r, 6 et de ¢ par rapport a x, y
et z.
flz,y,2) =r?

Pour cela on peut chercher les différentielles des fonctions : g(z,y,2) = cos? 0

B(z,y,2) = tan g

Pour r : On cherche d’abord 9/0x

d(T2)y,z _ 7z

Pour se faire : d(r?), . = 2rd(r), . = 2zdr < ——2%% =
' ' dx r
d(r? or =
On utilise ’équation B.4 : M =_— =—=sginfcosyp
dx dr r
g—; =Y =sinfsingp
De la méme maniére, on obtient
% = 2 =cost

Pour la suite, on utilise la méme méthode pour 8 et ¢, on obtient finalement :

9 _ g O  cosfcosp 0 _ sing 9
or — SIHQCOS()OBT + r o0 rsinf Oy

s . o cosfsinp 9 cosep O
8—y-sm051ncpﬁ+7r @—i-min@@

sinf 9
r 00

9 _ 9 _
E—cosﬁar

En remplacant ces expression dans L, Ly, L., il vient :
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>
1

ih (sin 04y + 252
A sin
L, =-ih (cos 0% + :an"g%>
A
_ _ ;50

LZ = —Zh%

Li=Ly+iL,

Si on pose :
L.=L,—iL,

Alors L2 =L L_+L>—hL,=L_L,+L%*—hL,

et on trouve :

o o 1 & 1o, 0
Lr==h <Sin293g02+sin089(8m089) (B-5)

Or le Laplacien scalaire s’écrit :

2 2 2
A_L1O 1<a 19 1 a>

_ (&, - 9, 29 B.
ror:  r2 802+tan2 80+sin208<,02 (B.6)

2 2
On remarque : A = %%r — #

Ce que 'on pourra utiliser dans I’'Hamiltonien de I'’hydrogéne par exemple.

Remarque : Comme stipulé avant L? ne dépend que de 6 et . Ainsi si le potentiel du

probléme V ne dépend que de r, on pourra cherches des fonctions d’ondes solution de ’'Hamiltonien
& variables séparées.

B.3 Composition de moments cinétique

B.3.1 Moment cinétique de spin

Outre le moment cinétique orbital, il existe aussi un moment cinétique de spin (intrinséque
a la mécanique quantique) qui vérifie les régles établies dans 'annexe B pour les moments cinétique :

177



>
>
U >

NS =1ih

~ 3 2
a8AVOIL NG |5 my) = s(s + 1)A2 |s, ms)

>

S, |s,ms) = mgsh|s,mg)

A A A A
On peut également utiliser les S+ tel que S+ = S, £145,.

A A A A
ot Sy [s,ms) =v/s(s+1) —ms(1 £1)|s,ms & 1) ? On peut exprimer S, et Sy en fontion des S,
on obtient :

. +9
A
S:L

A A
S, —S_
xX 2 .

Y 2/[/

B.3.2 Cas d’un spin 1/2 et matrices de Pauli
A
Sil'on considére le spin d’un électron ou nucléon (1/2), la mesure de S, permet de mesurer
soit i/2 soit —h/2.

A
S:ls=1/2,ms=1/2) =h/2|s=1/2,ms=1/2)

A

S.ls=1/2,ms=—-1/2) = —h/2|s=1/2,ms = —1/2)

A
On note pour simplifier |s = 1/2,ms = £1/2) = |+) et en utilisant les S+ on montre :

s +) = B/2|-) et s -) = h/2|+)
Syl+) =ih/2|=) et Sy|—) = —ih/2|+)

Matrices de Pauli

AA A
On peut représenter matriciellement S;, Sy et S, avec les matrices de Pauli (dans la base

{l+), 1))
R ) PR Y

A
définies telles que | § =
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B.3.3 Addition de deux moments cinétique

NB : Ce que I'on voit ici se généralise & N moments cinétiques.

AN A
On pose J=J1+J. 2, oll chaque opérateur moment cinétique agit dans un espace de Hilbert différent
(€1 ou €2). On peut écrire 'espace de Hilbert total comme un produit tensoriel

€tot = €1 Q) €2

A
pour étre rigoureux on peut alors écrire J comme :

ACA A A A
J=J1®@I+11®Jy

ECOC

AZ AZ A2 A
Il faut vérifier dans un cas donné, que les observables de ’ensemble {J,, J5,J ,J,} com-

mutent et si oui ’ensemble forme un ECOC, on peut alors écrire (NB : j varie entre [j; — ja| et
J1+ j2; m entre £7) :

/\2

J% 71, jos ,m) = j1(31 + 1)A? |41, j2; 4, m)

N

o |71, g23 4, m) = ja (G2 + 1)R? [j1, j2; j,m)

AN

J 1. g2 5,m) = 5(G 4+ 1)R? [j1, jas 4, m)
m)

A
( J ‘jl?.jZ;jv :mh’j17j2;jam>

B.3.4 Base couplée, découplée et cas de deux spins 1/2

A2 A2 A2 A A2 A AZ A
Si{J,,Jy,J ,J.} forme un ECOC, {J, J1z,Jq, 2.} également et on peut écrire les états
propres la base commune couplée :

g1, ma; g2, ma) } = {|j1, m1) @ [j2, m2)} (B.7)

Souvent il est judicieux d’utiliser la base découplée {|j1, jo; 7, m)}.

Remarques

— les deux bases sont de méme dimension (2j; + 1)(2j2 + 1),
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AZ A
— il faut d’abord écrire l'action de J et J, dans la base couplée, pour y recherchant en
diagonalisant, les valeurs propres,
— ensuite il faut exprimer les états propres |j1, jo; j, m) en fonction des états |j1, m1; j2, ma).

s . _ 1 1 2 2 _
Cas des spins : €01 = €orbital D €spin @ €5rpitar @ €spin = €Orb ® €s

ou dim(eg)=dim(e;, ) +dim(e2,;,)= 2 + 2 = 4 ici.

Base couplée - réécriture

Dans le cas des moments cinétique de spins, j; devient s; et pour simplifier I’écriture des
états de la base, on peut poser :

[+4) = |51 = 1/2,ma1 = +1/2, 59 = 1/2,mp = +1/2)
H——> |81:1/2,msl:+1/2,82:1/2,m52:—1/2>
=) = |81 = 1/2,mg1 = —1/2, 80 = 1/2,myp = +1/2)
|——)=1s1=1/2,ms1 = —1/2,80 =1/2,msy = —1/2)

B.3.5 Représentation matricielle

On peut écrire chaque état de cette base comme un vecteur colonne et ainsi donner dans
cette base la représentation matricielle (matrice 4x4) des composantes des opérateurs moments

A
cinétiques sous forme de quatre matrices bloc 2x2 (I et les {9,}) :

Ao nfo T\ mfo =i\ n  w(T o
51125 A asly:§ A o etSlz:§ A
I 0 il 0 0 —1I

A A A
A hfo, 0O A hfo, O A h{fo, O
Sox=5| 7 , Sy =57 et Sop = |
2(0 995) ! 2(0 oy 2\0 o,
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